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Ausgangsspannung KS, Ableitung ˙̃ua

Ausgangsp KS, zweite Ableitung ¨̃ua

hybrider Zustand Gesamtsystem s

eingebettete Abbildung H(s̄(k))

iterierte Abbildung P(s̄(k))

Abweichung von einem Wert ε

AKF eines beliebigen Signals svv

Beliebige modifizierte Funktion f̃

Charakteristische Funktion Θ

Logarithmus naturalis

der char. Funktion Ψ

Korrelationsfolge cA(k)

Dichte einer zufälligen Größe fx(ξ)
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Kapitel 1

Einf ührung

1.1 Hybride Systeme

Hybride Systeme, Bild 1.1, bestehen aus einem kontinuierlichen Teilsystem und einem

diskreten Teilsystem. Beide Teilsysteme wechselwirken miteinander. Der Ausgangq

des diskreten Teilsystems bewirkt im kontinuierlichen Teilsystem ein Umschalten zwi-

schen verschiedenen kontinuierlichen Dynamiken. Der Ausgang x des kontinuierli-

chen Teilsystems dient wiederum als Eingangssignal eines Ereignisgenerators, des-

sen Ausgangssignale Zustandsübergänge im diskreten Teilsystem bewirkt. Derartige

kontinuierliches Teilsystem
d

diskretes Teilsystem
e

Ereignisgeneration
Interaktion,

q

x

Bild 1.1: Hybrides System.

Systeme finden sowohl in der Elektrotechnik als auch im Maschinenbau und in der

Verfahrenstechnik weit verbreiteten Einsatz. Aufgrund der Wechselwirkung der Teil-

systeme können die Signale im Gesamtsystem u.a. folgende Merkmale aufweisen:

7
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• Es treten sowohl zeitkontinuierliche als auch zeitdiskrete Signale auf.

• Die zeitdiskreten Signale können sich zu nicht äquidistanten Zeitpunkten ändern.

• Es können auch dann im System chaotische Signale auftreten, wenn alle konti-

nuierlichen Dynamiken einzeln zu stabilen Systemsignalenführen.

Beim Entwurf und Einsatz hybrider Systeme existieren derzeit noch eine Reihe

von Problemen, von denen in dieser Arbeit die folgenden aufgegriffen werden:

• Aufgrund der Wechselwirkung zwischen dem diskreten und demkontinuierli-

chen Teilsystem und aufgrund der zu nicht äquidistanten Zeitpunkten stattfin-

denden Zustandsübergänge des digitalen Teilsystems lassen sich hybride Sy-

steme weder mit klassischen zeitkontinuierlichen Modellen noch mit Modellen

für digitale Systeme modellieren. In Kapitel 2 wird ein allgemeines Modell für

hybride Systeme entwickelt. In diesem Kapitel werden aus diesem Modell ver-

einfachte Modelle abgeleitet.

• Aufgrund der sich wiederholenden Zustandsübergänge desdiskreten Teilsystems

enthält das Signal des kontinuierlichen Teilsystems stets AC-Anteile, die sowohl

andere Systeme stören als auch zur Nichteinhaltung von EMV-Normen führen

können. Kapitel 3 enthält die Modellierung der auftretenden AC-Anteile und

untersucht die Verringerung der spektralen Leistung der AC-Anteile durch mo-

dulierende Eingriffe in den Ereignisgenerator.

• Häufig erfordern Anforderungen an die Signale des kontinuierlichen Teilsy-

stems den Einsatz eines zusätzlichen äußeren Reglers, der abhängig vom Zu-

stand des kontinuierlichen Teilsystems den Ereignisgenerator nachstellt. Für den

Reglerentwurf existieren derzeit gemittelte Modelle, dieauf periodisch arbeiten-

de Systeme mit geringer Amplitude der AC-Anteile im kontinuierlichen Zustand

anwendbar sind. In Kapitel 4 werden diese Modelle auf nichtperiodisch arbei-

tende Systeme erweitert. Weiterhin wird in diesem Kapitel eine andere Methode

zur Parametrierung einer Reglerstruktur vorgestellt, dieauf nichtperiodisch ar-

beitende und/oder hybride Systeme mit nicht vernachlässigbaren AC-Anteilen

im kontinuierlichen Zustandssignal anwendbar ist.



EINFÜHRUNG 9

1.2 Beispiel

Im folgenden Beispiel werden die Gründe für den Einsatz hybrider Systeme verdeut-

licht. Eine Drehzahlregelung für einen Gleichstrommotorsoll realisiert werden. Bild 1.2

zeigt ein einfaches Modell des Motors. Ist kein Drehzahlsensor vorhanden, kann die

im Lm Rm

uemkum

Bild 1.2: Modell des Gleichstrommotors.

Spannungum zur Schätzung der Motordrehzahl verwendet werden. Die Drehzahl-

regelung ist dann ausgangsseitig eine gesteuerte Spannungsquelle mit der mittleren

Ausgangsspannunguam,T . Zur Erzeugung vonuam,T kann ein kontinuierliches System

(Bild 1.3 links) oder ein geschaltetes System (Bild 1.3 rechts) verwendet werden. Mit

Regler

T

ua

Ure f

Ue
Regler

S1

S2

ua

Ure f

Ue

Bild 1.3: Kontinuierlicher und getakteter Motorsteller.

dem kontinuierlichen System kann in Näherung eine Ausgangsspannung 0≤ ua ≤ Ue

erzeugt werden. Die SpannungsdifferenzUe− ua fällt über dem LängselementT ab.

Dadurch entsteht die VerlustleistungPv = (Ue− ua)im im Längselement, die durch

Kühlung abgeführt werden muß. Ist die Verlustleistung imRegler vernachlässigbar,

so beträgt der Wirkungsgrad des Stellersη = ua
Ue

. Eine Rückspeisung von Leistung

vom Motor zur Quelle ist nicht möglich.

Beim geschalteten System ist stets einer der beiden Schalter geschlossen. Durch

Variation der Aktivierungsdauern kann die Schaltung eine mittlere Ausgangsspannung

0 ≤ uam,T ≤ Ue erzeugen. Die vorhandene MotorinduktivitätLm wird zur Mittelung

verwendet. Sind die SchalterS1 undS2 ideal, so entsteht keinerlei Verlustleistung und
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das System hat einen Wirkungsgrad von 100%. Das System ist inder Lage, Energie

von der Quelle zum Motor und vom Motor zur Quelle zu übertragen. Das Gesamtsy-

stem enthält bei der geschalteten Variante sowohl diskrete (Schalterstellung) als auch

kontinuierliche (im) Zustände und ist daher ein hybrides System.

Die Realisierung in Form des hybriden Systems hat folgende Vorteile gegenüber

der rein kontinuierlichen Realisierung:

• Das Umschalten von Eingangssignalen des kontinuierlichenZustandsspeichers

erlaubt die verlustarme Bereitstellung von einstellbarenkontinuierlichen Signa-

len im unter Nutzung des ZustandsspeichersLm zur Mittelwertbildung. Die hy-

bride und die kontinuierliche Realisierung eines Systems mit ein- und demsel-

ben Einsatzzweck besitzen meist den gleichen Zustandsspeicher im kontinuierli-

chen Teilsystem, so daß dieser ohnehin vorhanden ist. Das kontinuierliche Teil-

system ist bei hybriden Systemen oft einfacher realisiert als bei der rein kontinu-

ierlichen Variante. Dies betrifft insbesondere die Leistungselektronik, wo kon-

tinuierliche Stellglieder durch Schalter ersetzt werden können. Dadurch kann

neben der Verlustleistung auch die Größe und Masse des Gesamtsystems verrin-

gert werden.

• Die Änderung des diskreten Zustands kann Umschalten zwischen verschiede-

nen Topologien beinhalten (z.B. Ladungspumpe). Die Topologieumschaltung

erlaubt mit Hilfe des Zustandsspeichers das Hochsetzen vonSystemsignalen

(z.B. Strom und Spannung) über den Wertebereich der Versorgung hinaus. In

kontinuierlichen Systemen ist dies nur mit deutlichem Mehraufwand (z.B. Tra-

fo) möglich.

• Viele Regelungen verwenden digitale Rechner. Dann ist es h¨aufig einfacher, di-

rekt den digitalen Ausgang des Rechners als diskreten Zustand zu verwenden,

als eine vorherige D/A-Wandlung durchzuführen. Wird der digitale Ausgang als

diskreter Zustand genutzt, entsteht ein hybrides System.

Den Vorteilen steht im wesentlichen das Problem gegenüber, daß die kontinuierlichen

Zustände des hybriden Systems aufgrund des sich ständig wiederholenden diskreten

Zustandswechsels nicht abklingende periodische Komponenten enthalten, die die ord-
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nungsgemäße Funktion anderer Systeme beeinträchtigen können, und daß hybride Sy-

steme nicht mit den klassischen Verfahren für rein analogeSysteme entworfen werden

können.

Die Temperaturregelung einer Heizung mit einem Bimetallschalter mit Hystere-

se ist die wohl älteste elektrotechnische Realisierung eines hybriden Systems. Unter-

schreitet die Momentantemperatur einen unteren Grenzwert, wird die Heizung ein-

geschaltet. Beim̈Uberschreiten eines Maximalwertes wird die Heizung wiederabge-

schaltet.

Das Erreichen des Maximalwertes und des Minimalwertes wirdim Ereignisgene-

rator detektiert und stellt ein Ereignis dar. Der Ereignisgenerator löst beim Eintreten

eines Ereignisses einen Zustandsübergang des diskreten Teilsystems aus. Die Dauer, in

der der diskrete Zustand unverändert bleibt, wird im folgenden als Aktivierungsdauer

bezeichnet.

Der Mittelwert der Temperatur wird durch Einstellung der oberen und unteren

Grenze festgelegt. Das älteste aus der Mechanik bekannte hybride System ist ein

Wecker nach dem Prinzip einer Wasseruhr aus dem vierten Jahrhundert vor Christi

[Pla]. Ein definierter Zufluss an Wasser wurde in einen Bechereingelassen. Erreichte

der Becher einen bestimmten Füllstand, kippte dieser um. Das aus dem Becher ab-

fließende Wasser füllte einen zweiten Behälter und verdr¨angte die Luft in einer daran

angeschlossenen Pfeife.

1.3 Stand der Wissenschaft

Hybride Systeme lassen sich in zwei Klassen einteilen: diskret gesteuerte kontinuierli-

che Systeme (discretely controlled continuous systems, DCCS) und geschaltete Syste-

me (switched systems, SS). Bei DCCS liegen alle stationären Gleichgewichtszustände

des kontinuierlichen Teilsystems außerhalb der Intervallgrenzen, die durch den Ereig-

nisgenerator vorgegeben werden. Die stationären Gleichgewichtszustände werden nie-

mals erreicht. Zur ordnungsgemäßen Funktion ist ein ständiges Schalten notwendig.

Der DC-DC-Wandler ist ein Beispiel dafür.

Bei SS liegen die Gleichgewichte innerhalb der Intervallgrenzen, so daß diese Sy-
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steme im stationären Zustand nicht schalten. Typische Beispiele hierfür sind Schutz-

und Begrenzungsschaltungen, die in der Energieversorgungvorkommen [HP02],[His02].

Diese Arbeit ist an der Leistungselektronik orientiert. Viele Systeme der Leistungs-

elektronik werden zur Erhöhung des Wirkungsgrades als hybride Systeme ausgeführt.

Dann ist ein sich ständig wiederholender Zustandswechseldes diskreten Teilsystems

notwendig, um den kontinuierlichen Zustand in der Umgebungeines vorgegebenen

Sollwerts zu halten. Diese Systeme gehören zu den DCCS.

Im Systemverhalten treten zwei Arten von Vorgängen auf:

• Schnelle Vorgänge: Innerhalb der Aktivierungsdauern dereinzelnen diskreten

Zustände treten schnelle Zeitvorgänge auf. Die Grenzen,in denen sich der kon-

tinuierliche Zustand innerhalb einer Aktivierungdauer bewegt, werden durch

Umschaltbedingungen im Ereignisgenerator beeinflußt. Im kontinuierlichen Zu-

standsraum stellen die Umschaltbedingungen Schaltflächen dar.

• Langsame Vorgänge: Betrachtet man z.B. das Einschwingverhalten in einen pe-

riodischen Grenzzyklus, so benötigt der Einschwingvorgang meist eine große

Anzahl von Aktivierungsdauern. Das Einschwingverhalten ist ein im Vergleich

zur Aktivierungsdauer langsamer Vorgang. In vielen Anwendungen wird das Sy-

stem nach Bild 1.1 verwendet und ein äußerer Regler hinzugefügt, der abhängig

vom kontinuierlichen Zustand den Ereignisgenerator nachstellt. Dieser Regler

beeinflußt das Einschwingverhalten und regelt Parameterunsicherheiten im kon-

tinuierlichen Teilsystem und im Ereignisgenerator aus. Der Regler beeinflußt im

wesentlichen die langsamen Zeitvorgänge, und wertet dazuden gemittelten kon-

tinuierlichen Zustand aus. Die schnellen Zeitvorgänge haben einen unerwünsch-

ten Effekt auf das Reglerausgangssignal. Dieser Effekt ist gering zu halten.

Im folgenden wird die Aktion des Ereignisgenerators als Steuerung, die Art der Ereig-

nisgeneration als Steuerschema und der äußere Regler als Regler bezeichnet.

In gängigen Entwurfsverfahren für die Steuerung und Regelung sind aufgrund des

großen Unterschiedes zwischen schnellen und langsamen Vorgängen im Zeitmaßstab

der Entwurf des Steuerschemas und der Entwurf des Reglers voneinander entkoppelt.

Beim Entwurf des Steuerschemas wird das Reglerausgangssignal als konstant ange-
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nommen. Beim Reglerentwurf werden Mittelwerte für den kontinuierlichen Zustand

verwendet und die schnellen Zeitvorgänge vernachlässigt.

Hybride Systeme können vielseitiges und kompliziertes Verhalten zeigen. Deshalb

ist auch die dazu existierende Literatur recht vielseitig.Diese Arbeit orientiert sich

vorrangig an hybriden Systemen der Leistungselektronik. Die hier zusammengefaßte

Literatur ist so ausgewählt, daß sie auf diese Art von hybriden Systemen anwendbar

ist. Sie läßt sich in folgende Schwerpunkte gliedern:

• Simulation.

• Systemanalyse, Schwerpunkte Stabilität und chaotische Phänomene.

• Systemanalyse, Schwerpunkte elektromagnetische Verträglichkeit (EMV) und

Leistungsdichtespektrum.

• Systemanalyse, Schwerpunkt Steuerbarkeit und stationäres Verhalten.

• Reglerentwurf.

Im folgenden wird der Stand der Wissenschaft zu diesen Schwerpunkten zusammen-

gefaßt.

Simulation

Problematisch ist hier die Interaktion zwischen kontinuierlichem und diskretem Teil-

system. Das Finden der exakten Zeiten der Umschaltereignisse ist das Hauptproblem,

welches einige Forschungsgruppen beschäftigt [BV92] [Fem96] [MRK97] [HS01]

[LY03]. Die Simulation beinhaltet die schnellen und die langsamen Zeitvorgänge. Die

Ergebnisse der genannten Veröffentlichungen sind ausschließlich zur Berechnung des

zeitlichen Verlaufs der Zustandssignale geeignet.

Stabilität und chaotische Phänomene

Hier wird das stationäre Systemverhalten untersucht. Dazu wird das Reglerausgangssi-

gnal meist als konstant approximiert. Dadurch vereinfachtsich die Analyse erheblich.

In einigen untersuchten Systemen ist kein Regler enthalten.
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[DH90] [TFK96] zeigen mit Meßergebnissen das Auftreten chaotischer Phäno-

mene in DC-DC-Wandlern. [FO96] untersucht die Stabilitätvon periodischen Orbits

eines Abwärtswandlers mit Hilfe von zweidimensionalen eingebetteten Abbildungen

und zeigt das Auftreten von Bifurkationen. [HDJ92] [His01b] [His01a] nutzen die ite-

rierte Abbildung zur lokalen Stabilitätsanalyse geschalteter Systeme. [CPB96] [CT97]

[BC98] führen ausschließlich Bifurkationsanalysen durch. Die Analyse erfolgt hier

generell in stationären Zustand. [CPB96] verwendet dabeitransiente Messungen und

Simulationen. [CT97] [BC98] analysieren den ungeregeltenAufwärtswandler unter

Nutzung zweidimensionaler Abbildungen. [CT97] nutzt die Stabilitätsanalyse peri-

odischer Orbits zur Bifurkationsanalyse. [Dea04] zeigt f¨ur den Abwärtswandler im

Current Programmed Mode, daß sich die zugehörige Abbildung durch eine Reihe

von linearen Transformationen in die bereits ausgiebig untersuchte Goetz-Abbildung

überführen läßt und nutzt diese zur Analyse des Wandlers. [DT04] zeigt unter Nutzung

einer stroposkopischen Abbildung das Auftreten von Horseshoes im Aufwärtswandler

im Current Programmed Mode. Die Ergebnisse der angegebenenLiteratur erlauben

eine Aussage darüber, ob die Steuerung zu periodischem oder chaotischem Verhal-

ten führt. Ein Entwurf der Steuerung oder Regelung ist mit den Ergebnissen nicht

durchführbar.

Im Gegensatz zu den oben genannten Veröffentlichungen werden in [BGGV98],

[dBV00] und [TR89] Bifurkationsanalysen am DC-DC-Wandlerunter Verwendung

einer vollständigen Zustandsrückführung durchgeführt. Im Mittelpunkt steht das Auf-

treten chaotischer Phänomene und Bedingungen, unter denen sich die Stabilität ändert.

Die Reglerparametrierung wird hier nur insofern betrachtet, daß diese die Bifurkati-

onspunkte beeinflußt. Ein weitergehender Reglerentwurf wird auch dort nicht durch-

geführt.

Eine Vereinfachung der Analyse ist durch Verringerung der Dimension der Abbil-

dung erreichbar. Diese ist durch Idealisierung möglich, wenn im System Zustände

existieren, die über einen Umlaufzyklus des diskreten Teilsystems näherungsweise

konstant sind und die für die Analyse nicht von primärem Interesse sind. Beim DC-

DC-Wandler ist die Ausgangsspannung ein solcher Zustand. Die Idealisierung führt

in [Woy01] [FCF04] auf eindimensionale Systeme, die nur noch den Spulenstrom im
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Wandler berücksichtigen. Das eindimensionale Modell eignet sich dabei vor allem zur

Bifurkationsanalyse und EMV-Analyse. [WGBS00] führt eine statistische Analyse für

DC-DC-Wandler im Current Programmed Mode unter Nutzung einer eindimensio-

nalen Abbildung durch. Einsatzparameter, unter denen chaotisches Verhalten auftritt,

werden abgeleitet.

Eindimensionale iterierte Abbildungen sind so zum einen f¨ur spezielle Analy-

sen hybrider Systeme geeignet. Zum anderen existieren zahlreiche eindimensionale

Abbildungen, speziell stückweise lineare Abbildungen, die sich schaltungstechnisch

leicht realisieren lassen, um so z.B. einen chaotischen Taktgenerator zu realisieren.

Aus diesem Grund existieren im Bereich Elektrotechnik Arbeiten, die speziell die

Analyse eindimensionaler Abbildungen zum Ziel haben. [Kil91] liefert Beiträge zur

numerischen Ermittlung der stationären Dichte, der Autokorrelationsfunktion und des

Ljapunov-Exponenten für eindimensionale Abbildungen. [Isa95] entwickelt analyti-

sche Ausdrücke für die invariante Dichte, die Autokorrelationsfunktion und das Lei-

stungsdichtespektrum von Markov-Abbildungen. Darüberhinaus werden Abschätzun-

gen für nicht-Markov-Abbildungen ermittelt. Die entwickelten Methoden werden am

Beispiel des Aufwärtswandlers im Current Programmed Modegetestet. [Göt98] ent-

wickelt Methoden zur Ermittlung der Dichtefunktion und derKorrelationsfunktion

für stückweise lineare Markov-Abbildungen. Für voll streckende Abbildungen wer-

den analytische Ausdrücke ermittelt. [WWM+01] nutzt diese Ergebnisse zur Analyse

des Aufwärtswandlers im Current Programmed Mode. [BD95] widmet sich dem Ent-

wurfsgedanken. Ziel ist hier der Entwurf einer eindimensionalen Abbildung mit vor-

gegebener invarianter Dichte. Obwohl viele der genannten Veröffentlichungen auch

Leistungsdichtespektren zeigen, bleiben für den Entwurfwichtige Probleme, wie z.B.

Zusammenhänge zwischen Parametern der iterierten Abbildung und spektralen Eigen-

schaften des kontinuierlichen Zustandssignals offen.

EMV und Leistungsdichtespektrum

Hier sind die Bestrebungen auf die Analyse/Synthese spektraler Eigenschaften des

kontinuierlichen Zustands gerichtet. Dabei sind zwei gegensätzliche Anwendungen zu

unterscheiden. Eine Anwendung bezieht sich auf das Ausgangssignal von Frequenz-
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umrichtern und D-Verstärkern. Diese Anwendung hat zum Ziel, die Amplitude der

im Eingangssignal enthaltenen AC-Komponenten (Nutzsignale) im kontinuierlichen

Zustand zu maximieren, während alle intern generierten AC-Komponenten zu mini-

mieren sind.

[SM02] entwickelt einen speziellen Modulator für D-Verstärker, so daß im Basis-

band des Ausgangssignals nur noch die AC-Komponenten des Eingangssignals ent-

halten sind. [SBRS04] entwirft eine optimale Ansteuersequenz für Frequenzumrich-

ter, die den Anteil der Signalgrundfrequenz maximiert und den aller anderen AC-

Komponenten minimiert.

Die andere Anwendung bezieht sich auf die EMV. Ein wichtigesBewertungskrite-

rium zur Beurteilung der EMV ist das Leistungsdichtespektrum bzw. das Amplituden-

spektrum des kontinuierlichen Zustands und des Stroms der Versorgungsleitungen des

Systems [Kra00] [IEC]. Hier ist sicherzustellen, daß alle im Signal enthaltenen AC-

Komponenten unterhalb einer vorgegebenen Grenzkurve liegen [Emi]. Solange diese

Bedingung erfüllt ist, sind einzelne AC-Komponenten nicht von Interesse.

In leistungselektronischen Systemen ist es fast immer erforderlich, Einfluß auf das

Leistungsdichtespektrum zu nehmen, um bestehende EMV-Anforderungen zu erfüllen.

Dazu werden drei Methoden eingesetzt:

Filterung der Signale

Dies ist die klassische Methode zur Verringerung von AC-Komponenten. Zum Einsatz

kommen sowohl passive Filter [WCLvW05] als auch aktive Filter [RME95] [WMK+95]

[KTD05] [Aka05]. Die Theorie der Filterung ist erschlossen. Veröffentlichungen zur

Filterung beinhalten praktische Realisierungen und die Analyse und Minimierung pa-

rasitärer Effekte. Bei leistungselektronischen Systemen sind die Filter im Leistungsteil

wirksam und deshalb recht teuer.

Pulsformung

Bei der Pulsformung wird ausschließlich der Verlauf der Umschaltflanken beeinflußt.

Das heißt die Pulsformung stellt einen Eingriff in das kontinuierliche Teilsystem dar,

der nur unmittelbar während der Schaltvorgänge wirksam ist. Pulsformung ermöglicht,
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Leistung aus höheren Frequenzen auf Anteile niedriger Frequenzen umzuverteilen.

Die gesamte Wechselleistung bleibt dabei unverändert. Die Veränderung des Verlaufs

der Umschaltflanken ist mit zusätzlicher Verlustleistungin den Leistungsbauelementen

während des Umschaltvorgangs verbunden. Pulsformung wird deshalb hauptsächlich

bei niedrigen Leistungen in integrierten Schaltungen in speziellen Applikationen ein-

gesetzt [GRB05].

Modulation der Umschaltereignisse

Die Modulation der Umschaltereignisse entspricht in Bild 1.1 der Erweiterung des

Ereignisgenerators um einen oder mehrere Eingänge, die ein Modulationssignal er-

halten. Dieses beeinflußt in einer durch den Ereignisgenerator festlegbaren Weise die

Umschaltzeitpunkte und damit die (Leistungsdichte-) Spektren des kontinuierlichen

Zustands. Dabei werden zur Modulation periodische, chaotische und auch zufällige Si-

gnale benutzt. Für spezielle Modulationssignale und spezielle Verläufe des kontinuier-

lichen Zustands sind hier teilweise umfangreiche Untersuchungen zu finden. Darüber-

hinaus besteht bei einigen Systemen die Möglichkeit, durch gezielten Eingriff in den

Ereignisgenerator chaotisches Verhalten hervorzurufen,so daß das Signal bereits ohne

äußere Modulation kontinuierliche spektrale Anteile erhält. 3 Modulationsarten lassen

sich unterscheiden.

• Periodische Modulation

In [HFB94] wird erstmalig ein Taktgenerator entworfen, dermit einem Sinus-, Dreieck-

oder exponentiellen Signal eine Frequenzmodulation an einem Rechtecksignal durch-

führt, um so einen Takt mit gespreiztem Spektrum zu erzeugen. [HFB97] stellt einen

gleichartigen Taktgenerator zur Taktung von Mikroprozessoren vor. In [Cyp] ist ein

entsprechendes kommerzielles Produkt zu finden. [BDG+05] moduliert das Taktsignal

eines DC-DC-Wandlers nach dieser Methode. Untersuchungenzur Bestimmung der

Ansteuersequenzen mit Hilfe von Optimierungsverfahren existieren noch nicht.

• Chaotische Modulation

Hier wird der zusätzliche Eingang des Ereignisgeneratorsmit dem Ausgangssignal

einer chaotischen iterierten Abbildung gespeist [SBR00].Die Berechnung des Lei-
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stungsdichtespektrums muß meist mit Hilfe einer Zeitreihenanalyse [MSK96] erfol-

gen, was mit relativ hohem numerischen Aufwand verbunden ist. [SBR00] zeigt Mes-

sungen für chaotisch generierte Taktsignale. [BMSW00] moduliert einen DC-DC-

Wandler mit Hysteresesteuerung mit einer chaotischen iterierten Abbildung und ver-

gleicht dabei das Leistungsdichtespektrum für verschiedene Abbildungen. [WWG03]

berücksichtigt zusätzlich die Restwelligkeit des Ausgangssignals und versucht, einen

Kompromiß zwischen der Restwelligkeit des Spulenstroms und der maximalen Lei-

stungsdichte zu finden. Das für den Entwurf wichtige Problem, welche Parameter der

iterierten Abbildung zu verändern sind, um bestimmte spektrale Eigenschaften zu er-

zielen, bleibt weitgehend offen.

Für Spezialfälle ist auch bei chaotischer Modulation eine Vereinfachung der Ana-

lyse möglich. So wird in [Isa95] [IW97] eine Methode zur Approximation des Lei-

stungsdichtespektrums mit Hilfe analytischer Ausdrückefür stückweise lineare Mar-

kov-Abbildungen entwickelt. Für voll streckende stückweise lineare Abbildungen be-

rechnet [BS03] analytische Ausdrücke für die charakteristische Funktion und damit für

das Leistungsdichtespektrum. Die Ergebnisse können als Ausgangspunkt für weitere

Untersuchungen zur Parametrierung der Abbildung auf vorgegebene spektrale Eigen-

schaften für Spezialfälle dienen.

In [RSC02] wird gezeigt, daß bei sich langsam änderndem Modulationssignal das

Leistungsdichtespektrum nur noch von der stationären Dichte des Modulationssignals

abhängt. [CRS03b] gibt analytische Ausdrücke für das Leistungsdichtespektrum in

diesem Fall an. Aufgrund der Einschänkung auf die langsameModulation ist die An-

wendbarkeit dieser Ergebnisse auf wenige Spezialfälle beschränkt.

Wird statt des iterierten Wertes der chaotischen Abbildungein aus diesem abgelei-

teter diskretisierter Wert benutzt, sind aufeinanderfolgende Modulationswerte wieder

durch eine Markov-Kette beschreibbar und die Analyse aus [SVP95] ist verwendbar.

In [SRS03] erfolgt diese Diskretisierung in Form eines Bin¨arsignals. [BSRS04] gibt

für diesen Fall bei Gleichverteilung einen analytischen Ausdruck für das Leistungs-

dichtespektrum an. In [BRS03] erfolgt eine gezielte Verst¨arkung und Begrenzung des

Modulationssignals. Diese wird genutzt, um das Leistungsdichtespektrum zu formen.

Abschätzungen oder analytische Ausdrücke können für diesen Fall jedoch nicht ermit-
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telt werden.

Soll chaotische Modulation in hybriden Systemen Einsatz finden, erwächst die

Notwendigkeit der Realisierung chaotischer Taktgeneratoren. Diese werden in [Kil91]

[PvJ01] [MPRS04] meist mit iterierten Abbildungen entworfen. [PvJ01] verwendet

dazu einen Sigma-Delta Modulator. [Kil91] verwendet eine Realisierung der Renyi-

Map, die durch ein System ähnlich dem Aufwärtswandler im Current Programmed

Mode realisiert wird. [MPRS04] nutzt einen Generator auf der Basis einer nichtli-

nearen Abbildung zur Ansteuerung eines VCO. Diese Veröffentlichungen beinhalten

ausschließlich schaltungstechnische Ideen. Ein systematischer Entwurf wird dort nicht

vorgestellt.

• Modulation mit Zufallssignal

Wird statt des chaotischen Signals ein Zufallssignal benutzt, so vereinfacht sich die

Analyse erheblich, wenn aufeinanderfolgende Werte des Modulationssignals unabhän-

gig sind. Für spezielle Prozesse lassen sich analytische Ausdrücke finden. [Sta93] stellt

ein umfangreiches Werk zur statistischen Analyse für diesen Fall in der Leistungs-

elektronik dar. Neben der Methodik zur Analyse statistischer Kenngrößen untersucht

der Autor die Auswirkung verschiedener Implementationen des Ereignisgenerators auf

das Leistungsdichtespektrum. [SVP95] beschäftigt sich speziell mit der Untersuchung

der Auswirkung verschiedener Implementationen des Ereignisgenerators auf das Lei-

stungsdichtespektrum. In [HSS+98] werden die Ansätze für den Ereignisgenerator aus

[SVP95] benutzt und die Ergebnisse unter Berücksichtigung des Einflusses der Modu-

lation auf die Restwelligkeit des kontinuierlichen Zustands beurteilt. [SHS+00] erhält

analytische Ausdrücke für das Leistungsdichtespektrumeines DC-DC-Wandlers im

nichtlückenden Betrieb, wenn das PWM-Signal ein binonimalverteiltes Zufallssignal

ist. Für den lückenden Betrieb werden diese Untersuchungen in [ThCHS00] durch-

geführt. [SLA02] führt statistische Untersuchungen für den Fall durch, daß die Gene-

rierung der Ansteuersequenz mit einer Markov-Kette modellierbar ist.

Die Realisierung eines echten Zufalls-Taktgenerators istin [GJ02] zu finden. Hier

wird das thermische Rauschen eines Widerstandes verstärkt und als Modulationssi-

gnal für einen Oszillator benutzt. In der Regel werden Taktgeneratoren für Zufalls-

takt jedoch als Pseudo-Zufallsgeneratoren mit Chaosgeneratoren realisiert. [CRS02]



20

[CRS03a] nutzt die Nichtlinearität einer Stufe eines Pipelined ADC als nichtlineare

Abbildung aus. Das rückgekoppelte und über den ADC diskretisierte Ausgangssig-

nal ist dann ein Zufallssignal, dessen Generator sich durchMarkov-Ketten model-

lieren läßt. Die Modulation mit einem Zufallssignal wird hier nur aus Gründen der

Vollständigkeit erwähnt. Die Analyse solcher Signale kann als weitestgehend erschlos-

sen angesehen werden. Die schaltungstechnische Realisierung von Zufallsgeneratoren

stellt insbesondere im Bereich höherer Ausgaberaten nochein Problem dar.

• Nutzung von chaotischem Systemverhalten zur Veränderungdes Leistungsdich-

tespektrums

Bei bestimmten Realisierungen des Ereignisgenerators entsteht chaotisches System-

verhalten. Dieses wird in vielen Applikationen durch zusätzliche Maßnahmen unter-

bunden [KSV91] [Eri97]. Andererseits kann das chaotische Verhalten direkt zur For-

mung des Leistungsdichtespektrums genutzt werden. DieserGedanke wird in [Woy01]

[BGS+02] aufgegriffen. [Woy01] beläßt den DC-DC-Wandler dadurch im chaotischen

Betrieb, daß die Stabilisierungsrampe weggelassen wird und untersucht, unter wel-

chen Bedingungen Chaos auftritt. Für ganzzahlige Vielfache vonUa/Ue nutzt [BS02]

die Ergebnisse von [Göt98] und entwickelt einen analytischen Ausdruck für das Lei-

stungsdichtespektrum.

In [BGS+02] wird die Systemabbildung durch Variation des Anstiegesder Stabi-

lisierungsrampe verändert. Dadurch wird sowohl die Restwelligkeit des kontinuierli-

chen Zustands als auch das Leistungsdichtespektrum beeinflußt. Diese Vorgehenswei-

se ermöglicht eine begrenzte Beeinflussung spektraler Eigenschaften mit minimalem

Realisierungsaufwand.

Systemanalyse, Schwerpunkt Steuerung und stationäres Verhalten

Hier wird wie bei den Untersuchungen von chaotischen Phänomenen das Regleraus-

gangssignal als konstant angenommen. Dann vereinfacht sich die Analyse erheblich.

In einigen Anwendungsfällen ist kein Regler erforderlich. [MJE96] und [ZL02] mani-

pulieren das diskrete Teilsystem und den Ereignisgenerator, um bei rein periodischem

Verhalten spezielle Abhängigkeiten kontinuierlicher Zustandsvariablen vom Stellein-

gang im stationären Zustand zu erhalten. [SEK03] und [Kam04] untersuchen die Stabi-
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lität rein ereignisgesteuerter Systeme. Darüberhinausentwickelt [Kam04] Ansätze für

die Anfahrsteuerung ereignisgesteuerter Systeme. [VOS02] beeinflußt den Ereignisge-

nerator zur Verbesserung des dynamischen Verhaltens des Systems, d.h. zur Optimie-

rung der Antwort des kontinuierlichen Zustands auf das Stellsignal. [HR94] erweitert

die Systemstruktur um einen weiteren Energiespeicher zur Verbesserung der Sprun-

gantwort/Systemdynamik. Für Systeme, die sich zu einer Gruppe zusammenfassen

lassen bzw. durch Transformationen ineinander überführen lassen, ist eine einheitliche

Analyse anwendbar. [AQB02] zeigt diese einheitliche Analyse im eingeschwungenen

Zustand für eine Klasse von DC-DC-Wandlern. Eine einheitliche Entwurfsmethodik

wird jedoch nicht angegeben.

Reglerentwurf

Beim Reglerentwurf werden nur die langsamen Zeitvorgängeberücksichtigt. Zum Ent-

wurf kontinuierlicher Regler wird das System durch Bildungvon Zeitmittelwerten

durch ein zeitkontinuierliches äquivalentes Modell approximiert [Eri97][KSV91]. Der

Reglerentwurf erfolgt hier mit Methoden für kontinuierliche Systeme [KMAO] [YS00].

Aufgrund der Welligkeit des kontinuierlichen Zustands, die durch den Regler zu einer

Welligkeit des Stelleingangs führt, treten Abweichungenzwischen dem gemittelten

Systemverhalten und dem Verhalten des gemittelten Modellsauf. Im periodischen Be-

trieb existiert inzwischen eine recht genaue Modellierungfür vernachlässigbare Wel-

ligkeiten [BK05][BK06]. Aufgrund der Komplexität der Modelle ist die Analyse je-

doch auf numerische Methoden beschränkt.

Das Problem der Welligkeit behob eine Gruppe von Wissenschaftlern für den peri-

odischen Betrieb durch folgende Erweiterung des gemittelten Modells: Dem gemittel-

ten Signal wird eine zeitlich periodische Funktion (Welligkeitsfunktion) überlagert, die

die Abweichung des kontinuierlichen Zustands vom Mittelwert beschreibt [KBBL90]

[LB96b] [LB96a]. Die Welligkeitsfunktionen werden in der genannten Literatur durch

Approximation des langsamen Vorganges durch ein zeitlich stückweise lineares Si-

gnal berechnet. Die Länge der linearen Stücke ist die Länge eines Umlaufzyklusses

des diskreten Teilsystems. Das so erhaltene erweiterte Modell ist jedoch nur noch mit

geschlossener Regelschleife im Zeitbereich analysierbarund verliert dadurch an Wert
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für den Entwurf. [CVS99] [WKF02] schlägt die Approximation der Welligkeitsfunk-

tion durch eine Fourierreihe endlicher Ordnung vor. Bei hybriden Systemen ist jedoch

zur Analyse eine hohe Genauigkeit an den Umschaltereignissen wichtig. Da die Ablei-

tung des kontinuierlichen Zustands an den Umschaltereignissen unstetig ist, erfordert

diese Methode für hinreichende Genauigkeit eine hohe Abbruchordnung der Reihe,

wie aus den Ergebnissen von [CVS99] [WKF02] ersichtlich ist. Aufgrund des damit

verbundenen hohen Rechenaufwandes ist diese Art der Modellierung eher inpraktika-

bel.

Für nichtperiodischen Betrieb existieren derzeit keine Modelle für Welligkeits-

funktionen. Zusätzlich führt der nichtperiodische Betrieb speziell in den genaueren

gemittelten Modellen zu einem instabilen Modell [KSV91]. Solange nichtperiodischer

Betrieb vorliegt, läßt sich das Gesamtsystem durch den Reglerentwurf nicht stabilisie-

ren. Dann ist kein Reglerentwurf mit den betreffenden Modellen möglich.

In diesem Fall werden für den Entwurf sehr grobe Modelle [Eri97] verwendet.

Meist wird der nichtperiodische Betrieb in der Anwendung durch Modifikation des

Ereignisgenerators vermieden.

Einen anderen Ansatz verfolgt [GPM04]. Ein DC-DC-Abwärtswandler dient als

Beispielsystem. Das System wird als zeitdiskretes System beschrieben und eine selbst-

optimierende Steuerung entwickelt. Das Ergebnis ist eine Steuerung, die das Stell-

signal aus dem erwarteten zukünftigen Verhalten unter Berücksichtigung des Groß-

signalverhaltens in jedem einzelnen Takt neu berechnet. Eswerden minimale Ein-

schwingzeiten erreicht. Die Anwendbarkeit ist jedoch durch den hohen Rechenauf-

wand in Frage gestellt.

1.4 Eigener Beitrag

In den vorher genannten bereits existierenden Untersuchungen bestehen noch einige

Lücken, von denen durch diese Arbeit die folgenden geschlossen werden sollen:

• Bei chaotischer Taktung ist der Zusammenhang zwischen der benutzten Abbil-

dung des Taktgenerators und dem Leistungsdichtespektrum sehr komplex und

kann bis auf die wenigen genannten Spezialfälle nur numerisch ermittelt wer-
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den. Die Arbeit liefert Beiträge zur Ermittlung statistischer Kenngrößen der ge-

nerierten Taktsignale und stellt ein Kriterium zur qualitativen Abschätzung von

Eigenschaften des Leistungsdichtespektrums zur Verfügung. Verschiedene Fälle

der chaotischen und periodischen Modulation werden untersucht.

• Für häufig vorkommende Spezialfälle von Zeitverläufendes kontinuierlichen

Zustands werden statistische Kenngrößen berechnet, die beim Reglerentwurf

und bei der Systemparametrierung Verwendung finden.

• Bei periodischer Modulation existieren nur Untersuchungen zu speziellen Mo-

dulationssignalen. In dieser Arbeit werden verschiedene quantitative Gütekrite-

rien zur Bewertung des Leistungs(dichte)spektrums vorgestellt, die bestehende

EMV-Anforderungen berücksichtigen. Unter Nutzung dieser Kriterien werden

Optimierungsmethoden zur Optimierung von parametriertenund auch von nicht

parametrierten Modulationssignalen (arbitrary waveforms) entwickelt und an ei-

nem Beispielsystem zur Generierung optimierter periodischer Ansteuersequen-

zen genutzt.

• Für den Entwurf von chaotischen Modulationsschemata wirdzum einen eine

Methode zum effizienten Schaltungsentwurf beliebiger stückweise linearer Ab-

bildungen vorgestellt. Zum anderen werden Methoden zur effizienten Abschä-

tzung des Leistungsdichtespektrums vorgestellt, die die Parametrierung auf be-

stimmte spektrale Eigenschaften des Systems effektivieren können.

• Verschiedene Varianten des Modulationseingriffs und deren Wechselwirkung

mit der Regelung/Stellgröße werden untersucht. Weiterhin werden Steuersche-

mata vorgestellt, die die Wechselwirkung zwischen Modulation und Regelung

minimieren. Dies erlaubt den separaten Entwurf von Modulationsstrategien und

Regelung.

• Für den Reglerentwurf existieren derzeit nur Methoden undModelle für pe-

riodisch arbeitende hybride Systeme. In der Arbeit werden Modelle und Me-

thoden zum Reglerentwurf nichtperiodisch arbeitender hybrider Systeme vorge-

stellt.
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1.5 Gliederung der Arbeit

In Kapitel 2 wird zunächst ein allgemeines Systemmodell eingeführt, welches die

vollständige Modellierung des Verhaltens von DCCS erlaubt. Weiterhin werden in die-

sem Kapitel die gemittelten Modelle und deren Erweiterungen zusammengefaßt. Der

größte Teil der Arbeit nutzt eingebettete Abbildungen unditerierte Abbildungen. Die

Berechnung der iterierten Abbildungen aus dem allgemeinenModell sowie die Sy-

stemmodellierung mit iterierten Abbildungen wird ebenfalls in Kapitel 2 beschrieben.

Kapitel 3 beschäftigt sich mit AC-Störkomponenten in hybriden Systemen. Nach

einer kurzen Beschreibung der Ursachen werden bestehende Meßkriterien zur Beur-

teilung der EMV zusammengefaßt. Anschließend erfolgt die Berechnung von Kenn-

größen zur Bewertung der EMV in der Entwurfsphase hybriderSysteme. Unter Nut-

zung dieser Kenngrößen werden sowohl qualitative Methoden zur groben effizienten

Bewertung der Störabstrahlung in der Entwurfsphase als auch quantitative Kriterien

zur Systemparametrierung auf minimale Störabstrahlung ermittelt. Das Kapitel stellt

ein mögliches Optimierungsverfahren zur Parametrierungvon Modulationssequenzen

sowie ein Werkzeug zum effizienten Entwurf stückweise linearer Abbildungen zur

Realisierung von Chaosgeneratoren vor. In Kapitel 3 wird eine äußere RegelungR

nicht berücksichtigt bzw. als Ausgabe von konstanten Größen im stationären Zustand

idealisiert.

Die Verhaltensmodellierung mit realer RegelungR sowie deren Entwurf werden

in Kapitel 4 behandelt. Zunächst werden statistische Kenngrößen berechnet, die im

Reglerentwurf verwendbar sind. Dann erfolgt die Herleitung gemittelter Modelle für

nichtperiodischen Betrieb. Anschließend wird unter Nutzung von iterierten Abbildun-

gen eine Optimierungsmethode vorgestellt, die zur Parameterbestimmung hybrider Sy-

steme bei vorgegebener Struktur auf schnelles Einschwingen geeignet ist. Die Metho-

de nutzt statistische Kenngrößen und ist dadurch zur Optimierung von periodisch und

auch chaotisch arbeitenden Systemen verwendbar. Das Kapitel stellt abschließend die

Generierung beliebiger Impedanzen und UI-Kennlinien mit hybriden Systemen der

Leistungselektronik vor.



Kapitel 2

Modelle hybrider Systeme

2.1 Allgemeines Systemmodell

Modell

kontinuierliches Teilsystem

diskretes Teilsystem

Φϕ

D

d

e

f

g

h

q

refäußerer ReglerR

τ

u

x y∫

Bild 2.1: Hybrides System.

Bild 2.1 zeigt das Systemmodell, welches als Grundlage fürdie gesamte Arbeit

dient. Es besteht aus einem kontinuierlichen Teilsystem, einem diskreten Teilsystem

und einem EreignisgeneratorΦ. Darüberhinaus besitzen einige DCCS noch einen äuße-

ren ReglerR, der entweder den kontinuierlichen Zustandx oder das kontinuierliche

Ausgangssignaly regelt. Der Eingangd ist ein zusätzlicher Eingang, der zur Model-

lierung von äußeren Einflüssen auf das kontinuierliche Teilsystem dient.τ ist die seit

25
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dem Eintreten des letzten Ereignisses vergangene Zeit.

e(t)

ē(1) ē(2)

Φ(x,q,u, t)

q(t) q̄(1)
q̄(2)

t

t

t

tt̄(1) t̄(2)

τ̄(2) τ̄(3)

x(t) x̄(1)

x̄(2)

Bild 2.2: Verläufe der Signale eines hybriden Systems.

Für ein Beispiel mit eindimensionalem kontinuierlichen Teilsystem sind die Verläu-

fe der Signale in Bild 2.2 dargestellt. Aus Gründen derÜbersichtlichkeit ist hier der

ReglerRnicht berücksichtigt.

τ̄(k) ist die vom Eintreten desk− 1-ten Ereignisses bis zum Eintreten desk-ten

Ereignisses vergangene Zeit. Das kontinuierliche Teilsystem wird durch die Zustands-

gleichung

ẋ = f (x,q,d) (2.1)

und die Ausgabefunktion

y = h(x,q,d) (2.2)
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beschrieben. In vielen hybriden Systemen gilth(x,q,d) = x. Auf diese Systeme kon-

zentriert sich diese Arbeit. BeïAnderung vonq ändert sicḣx, d.h. ẋ ist in der Regel

unstetig.x selbst ist jedoch stets stetig. Das diskrete Teilsystem wird mit

q(t̄+) = g(q(t̄−),e(t̄−)) (2.3)

modelliert. In der verwendeten Schreibweise bedeutet ein Querstrich über einer Varia-

blen stets deren Wert zum Zeitpunkt eines Ereignisses.t̄− ist die Zeit unmittelbar vor

dem Auftreten des Ereignisses ¯e(k) und t̄+ die Zeit unmittelbar danach. Für̄t(0) = 0

läßt sich der Zeitpunkt des Auftretens desk-ten Ereignisses mit

t̄(k) =
k

∑

i=1

τ̄(i) (2.4)

berechnen. Wird später der Ereigniszeitpunktt̄(k) verwendet, so wird immer von̄t(0)=

0 ausgegangen. Die Zeitspanne zwischen zwei Ereignissen (Aktivierungsdauer) ist:

τ̄(k) = t̄(k)− t̄(k−1) .

Zustandsübergänge des diskreten Teilsystems werden durch das Auftreten von Ereig-

nissen, die der Ereignisgenerator generiert, initialisiert. k ist dabei der Zählindex für

die auftretenden Ereignisse. Das Auftreten von Ereignissen im EreignisgeneratorΦ

wird durch die implizite Gleichung

Φ(x̄, q̄, ū, τ̄) = 0 (2.5)

beschrieben. Die Struktur des Ereignisgenerators ist in Bild 2.3 dargestellt. Darin de-

finiert jedesφi eine (zeitvariante) Schaltfläche. Die Freigabe definiert,welche Schalt-

flächen im Zustandq zu einem Zustandsübergang des diskreten Teilsystems führen

können:

φi



















ist aktiv wenng(q, i) , q

ist inaktiv wenng(q, i) = q
.

Der Ausgangϕ ist der kleinste Ausgabewert der ausgewählten Umschaltfunktionen:

ϕ = Φ(x,q,u, τ) =min
i
φi(x,u, τ) : g(q, i) , q . (2.6)

Der Ereignisgenerator wird im folgenden so definiert, daßΦ(x,q,u, τ) ≥ 0 stets erfüllt

ist. Das Erreichen des Wertesϕ = 0 verursacht einen Zustandsübergang des diskreten
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Bild 2.3: Ereignisgenerator.

Teilsystems nach Gl. (2.3). Das ausgegebene Ereignise= Φe(x,q,u, τ, ) ist der Index

derjenigen freigegebenen Schaltfunktion, die den minimalen Ausgabewert erreicht:

e= argmin
i
φi(x,u, τ) . (2.7)

Der ReglerR ist entweder ein statisches oder ein kontinuierliches dynamisches oder

getaktetes Teilsystem. Bei kontinuierlichen Reglern, Bild 2.4, gelten die Modellglei-

d
∫

q

ref

r1 r2
r u

x

Bild 2.4: Kontinuierlicher Regler.

chungen:

ṙ = r1(r ,x,q,d, ref ) (2.8)

u = r2(r ,x,q,d, ref ) . (2.9)

In diesen Gleichungen stellt die Abhängigkeit vond eine überlagerte Störgrößen-

aufschaltung dar. Rein statische Regler enthalten nur den Block r2 und werden voll-

ständig durchu= r2(x,q,d, ref ) modelliert. Abtastregler (Bild 2.5) sind durch Gl. (2.10)

modellierbar:

ū(k) = rd

(

x̄(k), ū(k−1), q̄(k), d̄(k), ref (k)
)

. (2.10)
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ϕ

d D

q
ref

rd
ux

Bild 2.5: Abtastregler.

Erreicht der diskrete Zustand nachkm Ereignissen wieder seinen ursprünglichen

Wert, wird das Verhalten bis zum Wiedererreichen des urspr¨unglichen diskreten Zu-

stands im folgenden als Zyklus bezeichnet. Der Zyklus erhält den Indexm. Es gilt

πq(s̄(m+1))= πq(s̄(m)) , (2.11)

wobei

s̄(m) =





































x̄(m)

q̄(m)

τ̄(m)





































der hybride Zustand bestehend aus dem kontinuierlichen Zustand, dem diskreten Zu-

stand und der seit dem letzten Ereignis vergangenen Zeit ist. πq(s̄(m)) ist die Projektion

des hybriden Zustands auf den diskreten Zustand, d.h.:

q̄(m+1)= q̄(m) . (2.12)

km ist dann die Länge des Zyklusses, d.h. die Anzahl der Ereignisse bis zum Wieder-

auftreten des ursprünglichen diskreten Zustands.τm ist die entsprechende Zyklusdauer.

Das hier vorgestellte Modell gibt das Verhalten von DCCS vollständig wieder. Aus

dem Modell lassen sich alle nachfolgend aufgeführten vereinfachten Modelle ableiten.

Beispiel

Ein Aufwärtswandler im Current Programmed Mode (CPM) (Bild 2.6: Schaltung,

Bild 2.7: Blockschaltbild) ist zu modellieren. Das Flip-Flop wird mit einem periodi-

schen Taktsignal mit der Periodeτc gesetzt. Tabelle 2.1 zeigt die möglichen diskreten

Zustände und die im Wandler auftretenden Ereignisse. Die Zustandsüberführungs-
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Bild 2.6: Aufwärtswandler im CPM.

q S D

1 geschlossen gesperrt

2 offen aktiv

3 offen gesperrt

e Ereignis

0 Einschalttakt aktiviert inq= 2

1 iL erreicht Maximalwertire f

2 iL = 0

3 Einschalttakt aktiviert inq= 3

Tabelle 2.1: Diskrete Zustände und Ereignisse des Aufwärtswandlers.

funktion Gl. (2.3) lautet:

g(q,e) =



































1 q= 2∧e= 0∨q= 3∧e= 3

2 q= 1∧e= 1

3 q= 2∧e= 2

.

Eine mögliche Beschreibung des Ereignisgenerators ist:

Größe Gleichung detektiertes Ereignis

φ0 = τc− τ̄(k)− τ(t) Einschalttakt aktiviert inq= 2

φ1 = ire f (t)− iL(t) iL erreicht Maximalwertire f

φ2 = iL(t) iL = 0

φ3 = τc− τ̄(k−1)− τ̄(k)− τ(t) Einschalttakt aktiviert inq= 3 .

Die Zeitabhängigkeit der Variablen wird im folgenden aus Gründen der̈Ubersichtlich-
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Bild 2.7: Blockschaltbild des Aufwärtswandlers im CPM.

keit weggelassen. Gleichung (2.6) ist dann:

Φ(x,q,u, τ) =



































φ1 für q= 1

min(φ0,φ2) für q= 2

φ3 für q= 3

.

Der kontinuierliche Zustand enthält Spulenstrom und Ausgangsspannung,x =





















ıL

ua





















.

Die Zustandsgleichungen des kontinuierlichen Teilsystems Gl. (2.1) lauten

f (x,q,d) =











































































































Ue
L

− ua
RC





















für q= 1





















Ue−ua
L

iL
C −

ua
RC





















für q= 2





















0

− ua
RC





















für q= 3

, (2.13)

wobei die diskreten Zustände und Ereignisse nach Tab. 2.1 vereinbart werden. Ist die

EingangsspannungUe veränderlich, so istd =Ue. Der Stelleingangu erhält das Signal

ire f .
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e= 0
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e= 2e= 3

lückend

lückend

nicht-

Bild 2.8: Zustandsdiagramm des Aufwärtswandlers im CPM.

Der Wandler hat zwei Betriebsmodi: den nichtlückenden Betrieb und den lücken-

den Betrieb. Im nichtlückenden Betrieb durchläuft der Wandler nur die Zustandsfolge

1→ 2. q = 3, e= 2 unde= 3 treten nicht auf. Im lückenden Betrieb erreichtiL den

Wert 0 vor dem Eintreffen des nächsten Taktes unde= 0 tritt nicht auf. Bild 2.8 zeigt

das Zustandsdiagramm im lückenden und nichtlückenden Betrieb.

2.2 Gemittelte Modelle

Prinzip der Bildung gemittelter Modelle

Zunächst wird die Mittelung eines Modellṡx = f (x, t) betrachtet. Derartige gemittel-

te Modelle wurden ursprünglich zur Verhaltensanalyse steifer Differentialgleichungen

entwickelt [Hal69]. Ziel ist die Ermittlung einer Differentialgleichung für die Entwick-

lung des gemittelten Zustandes. Hat die Lösung einer autonomen Differentialgleichung

einen schnellen periodischen AnteilΨ ohne Gleichanteil und einen langsamen tran-

sienten Anteilxm,T , so läßt sich der kontinuierliche Zustand durch den Ansatz

x(t) = xm,T(t)+Ψ(t) (2.14)

beschreiben, wobei

xm,T =
1
T

∫ t+T

t
x(t′)dt′ (2.15)

der Mittelwertbildung über eine PeriodeT des VektorsΨ(t), d.h. einem gleitenden

Mittelwert entspricht.

Gemittelte Modelle werden ebenfalls zur Analyse des Einschwingverhaltens von
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Oszillatoren genutzt [Phi63]. Dort wird ein multiplikativer Ansatz der Art

x(t) = am,T(t) ·Ψ(t)

verwendet, wobeiam,T(t) die gemittelte Amplitude der SchwingungΨ(t) ist. In der

Analyse des Einschwingverhaltens wird bei dieser Beschreibung versucht, eine Diffe-

rentialgleichung für die gemittelte Amplitude zu finden.

In dieser Arbeit werden ausschließlich gemittelte Modellenach dem Ansatz (2.14)

verwendet, deren Eigenschaften im folgenden untersucht werden.

Eigenschaften und Anwendung

Für den Anstieg des Signals gilt:

d
dt

x(t) =
d
dt

(

xm,T(t)
)

+
d
dt
Ψ(t) .

Der gemittelte Anstieg beträgt:
(

d
dt

x
)

m,T =
1
T

∫ t+T

t

d
dt′

(

xm,T(t′)
)

dt′+
1
T

∫ t+T

t

d
dt′
Ψ(t′)dt′ .

Wegen
∫ t+T

t

d
dt
Ψ(t′)dt′ =

∫ t+T

t
dΨ(t′) = Ψ(t+T)−Ψ(t) = 0

verschwindet das zweite Integral. Das erste Integral

1
T

∫ t+T

t

d
dt′

(

xm,T(t′)
)

dt′ =
1
T

∫ t+T

t
dx(t′) =

1
T

(x(t+T)−x(t))

ist identisch mit dem Anstieg des Mittelwertesd
dt

(

xm,T(t)
)

.

Gilt für ein kontinuierliches System die Differentialgleichung

ẋ = f (x, t) (2.16)

(affines System), so erhält man durch Einsetzen von Gl. (2.14) und Mittelung nach

Gl. (2.15):

ẋm,T =
1
T

∫ t+T

t
f (xm,T (t′)+Ψ(t′), t′)dt′ . (2.17)

Für Funktionen der Form

f (x, t) = C1x+c2 (2.18)

geht Gl. (2.17) direkt über in:

ẋm,T(t) = f (ẋm,T(t)) . (2.19)
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Dann beschreibt Gl. (2.19) exakt das gemittelte Verhalten des Systems, d.h. zur Unter-

suchung des gemittelten Systemverhaltens sind einfach dieSystemgrößen durch ihre

Mittelwerte unter Beibehaltung der kontinuierlichen Systemdynamik zu ersetzen.

Bei nichtlinearen und/oder zeitabhängigen Funktionenf (x, t) wird Gl. (2.19) dann

zur Approximation des gemittelten Systemverhaltens verwendet, wenn alle Kompo-

nenten des VektorsΨ(t) vernachlässigbar gegenüber den entsprechenden Komponen-

ten des Zustandsvektorsx(t) sind. Gleichung (2.19) stellt ebenfalls für den Fall, daß

die dominante Zeitkonstante des Systems groß gegenüberT ist, eine gute Näherung

des mittleren Verhaltens dar.

Anwendung auf zeitgesteuerte hybride Systeme

Die Systembeschreibung nach Gl. (2.19) wurde auch für hybride Systeme der Lei-

stungselektronik verwendet [KSV91] [Eri97] und findet dortunter der Bezeichnung

“Averaged Model” verbreiteten Einsatz. Bei diesen Systemen wird zwischen verschie-

denen kontinuierlichen Dynamiken umgeschaltet:

ẋ = fq(x, t) .

Dabei ist zu beachten, daß Gl. (2.18) dann auch bei affinen Teilsystemen eine Dif-

ferentialgleichung mit zeitabhängigen Koeffizienten ist:

ẋ = f (x, t) = C1(t)x+c2(t) .

Dann ergibt das Einsetzen von Gl. (2.14) und Mitteln nach Gl.(2.15) den Ausdruck:

ẋm,T =
1
T

km
∑

i=1

∫ ti+τi

ti

(

C1i · (xm,τm(t′)+Ψ(t′))+c2i
)

dt′ . (2.20)

Für den Spezialfall
km
∑

i=1

C1i

∫ ti+τi

ti
Ψ(t′)dt′ = 0 (2.21)

kann eine Funktion

f ′′(xm,τm(t)) =
1
T

















km
∑

i=1

C1iτi

















·x(t)+
1
T

km
∑

i=1

c2iτi (2.22)

berechnet werden, die exakt das gemittelte Systemverhalten

ẋm,τm(t) = f ′′(xm,τm(t)) (2.23)
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beschreibt. Ist Gl. (2.21) nicht erfüllt bzw.f nichtlinear, so kann auch hier, wenn die

Komponenten des VektorsΨ(t) vernachlässigbar gegenüber den äquivalenten Kom-

ponenten des kontinuierlichen Zustandsx(t) sind, oder, wenn die dominante Zeitkon-

stante des Systems groß gegenüberτm ist, mit der gezeigten Ableitung eine Funktion

f ′′ ermittelt werden, die das gemittelte Systemverhalten in N¨aherung modelliert. Das

Modell ist kontinuierlich und zeitinvariant und erlaubt den Entwurf des ReglersR mit

Methoden, die für kontinuierliche Systeme entwickelt wurden.

Neben der oben aufgeführten Bedinung müssen folgende weiteren Bedingungen

für die Bestimmbarkeit vonf ′′ bei hybriden Systemen erfüllt sein:

• Die Komponenten des Stellgrößenvektorsu(t) des Ereignisgenerators müssen

in guter Näherung mit denen des gemittelten Stellgrößenvektorsum,τm(t) über-

einstimmen, d.h. die Stellgröße ist in Näherung konstantüber einen Zyklus.u

wird mit dem ReglerRausx gewonnen. Diese Bedingung sichert, daß durch den

Regler keine überlagerte Ereignissteuerung entsteht. Dann kann dieÄnderung

von u als Parametervariation des gemittelten Systems betrachtet werden.

• Die Funktionx muß eine zeitlich periodische Funktion sein. Dazu darf die Folge

der diskreten Zustände nur einen einzigen Zyklus aufweisen, d.h.

q(t̄+) = g′(q(t̄−)) , (2.24)

g ist nur vom aktuellen diskreten Zustand abhängig. Dann vereinfacht sich Gl. (2.7)

zu

e= i(q) ,

d.h. in jedem diskreten Zustandq existiert genau eine Schaltflächeφq(x,u, τ),

die einen Zustandsübergang des diskreten Teilsystems verursacht.

Erweiterung auf ereignisgesteuerte Systeme

Gemittelte Modelle existieren bisher nur für zeitgesteuerte Systeme. Bei der reinen

Zeitsteuerung reduziert sich der Ereignisgenerator Gl. (2.6) auf

ϕ = Φ′(um,τm(t), t) (2.25)
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und, wenn sich die EreignisbedingungΦ′(um,τm(t̄), t̄) = 0 explizit nacht̄ umstellen läßt,

so existiert eine Funktionf ′′′, so daß

ẋ(t) = f ′′′(x(t),um,τm(t), t) (2.26)

gilt. Diese hat die Form von Gl. (2.16), so daß sich die Mittelwertbildung direkt anwen-

den läßt. Das Ergebnis sind die gemittelten Modelle der Leistungselektronik [Eri97]

ẋm,τm = f ′′(xm,τm,um,τm) , (2.27)

die dort zum Entwurf des kontinuierlichen ReglersRbenutzt werden.

Linearisierung

Das Hinzufügen des äußeren Reglers zum hybriden System f¨uhrt zu nichtlinearen Aus-

drücken, auch wenn die kontinuierlichen Teilsysteme affin sind. Sollen Methoden des

affinen Reglerentwurfs verwendet werden, muß das Modell linearisiert werden. Nach

Ersetzen der gemittelten Größen durch

vm,τm = VA+ ṽ , (2.28)

wobei VA die Arbeitspunktgröße und̃v die Abweichung einer beliebigen Variablen

vom Arbeitspunkt darstellt, erhält man eine Taylorreihe:

f ′0(VA)+ f ′1(VA, ṽ)+R1(VA,v) = 0 .

R1(VA,v) stellt die Restterme dar, die in höherer Ordnung als 1 vonv abhängen.

Bei Vernachlässigung vonR1(VA,v) erhält man nach Subtraktion des Arbeitspunk-

tesf ′0(VA) das linearisierte Kleinsignalverhalten. Durch Laplacetransformation

L

(

f ′1(VA(t), ṽ(t))
)

sind dieÜbertragungsfunktionen ermittelbar, und typische Regler-

entwurfsverfahren für affine Systeme, wie Phasenrandverfahren oder Wurzelortskur-

venverfahren, lassen sich anwenden.

Modellgrenzen

Soll das gemittelte Modell zum Entwurf eines Reglers verwendet werden, ist die Gültig-

keit der Näherung des über einen Zyklus konstanten Stellgrößenvektors und von Gl. (2.24)
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zu prüfen. Hatu eine nicht mehr vernachlässigbare Welligkeit, so hat dieseine Verände-

rung der Ereignisgeneration zur Folge, d.h. die Welligkeitvon u verursacht eine über-

lagerte Ereignissteuerung. Wie das nachfolgende Beispielzeigt, nimmt dann der Mo-

dellfehler mit wachsender Welligkeit zu.

Dieser Effekt kann durch eine Erweiterung der gemittelten Modelle verringert wer-

den. [LB96b][LB96a] und [CVS99] geben mögliche Modellerweiterungen zur Berück-

sichtigung periodischer Zeitverläufe vonu an. Im Abschnitt 2.3 werden die erweiterten

gemittelten Modelle behandelt.

Beispiel

Ein Aufwärtswandler mit PWM (Bild 2.9) wird im CCM mit dem gemittelten Modell

modelliert. Die Zyklusdauer ist konstantτm = τc. Die KapazitätC sorgt für eine ge-

+
−

C

D

D

iDiL L

RS

τc t

uaue uS

x△

Bild 2.9: Aufwärtswandler mit PWM.

genüber dem Mittelwert vernachlässigbare Welligkeit von ua. Damit kannua in Nähe-

rung als konstant über einen Zyklus betrachtet werden undiL ist stückweise zeitlich

linear. Das Stellsignald ist zunächst konstant. Der Schalter und die Diode seien ideal.

Die mittlere Spannung über dem Schalter beträgt

uS m,τc = (1−D)(uam,τc) , (2.29)

wobeiD = τ1
τ1+τ2

das Tastverhältnis ist.τ1 ist die Einschaltdauer undτ2 die Ausschalt-

dauer des Schalters.
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Der mittlere Diodenstrom hat den Wert:

iDm,τc = (1−D)iLm,τc . (2.30)

Das gemittelte Modell des Wandlers ist

diLm,τm

dt
=

1
L

(

uem,τm−D′uam,τm
)

duam,τm

dt
=

1
C

(

D′iLm,τm−
uam,τm

RC

)

mit D′ = 1−D. Bild 2.10 zeigt das Blockschaltbild des gemittelten Systems. Einsetzen

+ +

−

−
1
C

1
L

1
R

1−D

iDm,τciLm,τc
∫∫ uam,τcuem,τc

Bild 2.10: Gemitteltes Modell des Aufwärtswandlers mit PWM.

von Gl. (2.28) mit der BesonderheitD′ = D′A− d̃ und Umsortieren liefert:

0 = D′AUaA−UeA (2.31)

−ũe+D′Aũa− d̃UaA+ LC
¨̃ua

D′A
+

L
R

˙̃ua

D′A
+

L
R

˙̃dUaA

D′2A
(2.32)

−d̃ũa+ LC
d̃ ¨̃ua

(D′A− d̃)(D′A)
+ LC

˙̃d ˙̃ua

(D′A− d̃)2
+

L
R

˙̃dũa

(D′A− d̃)2

+
L
R

d̃ ˙̃ua

(D′A− d̃)D′A
+

L
R

˙̃dUaA(d̃2−4d̃+2d̃D′A)

D′2A(D′A− d̃)2
. (2.33)

Darin stellt Teil (2.31) den Arbeitspunkt, Teil (2.32) das lineare Kleinsignalverhal-

ten und Teil (2.33) die nichtlineare Abweichung R1 dar.

Linearisierung

Durch Vernachlässigung der nichtlinearen Abweichung (2.33) und Elimination des

Arbeitspunktes (2.31) erhält man das linearisierte Kleinsignalverhalten des Systems:

0= −d̃ũa+ LC
d̃ ¨̃ua

(D′A− d̃)D′A
+ LC

˙̃d ˙̃ua

(D′A− d̃)2
+

L
R

˙̃dũa

(D′A− d̃)2
. (2.34)
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Durch Laplacetransformation läßt sich das Streckenmodell im Bildbereich

Ua(s) = Ue(s)
1

D′A− s2LC
D′A
+ sL

RD′A

+D(s)
UaA

(

1− sL
RD′A

)

D′A− s2LC
D′A
+ sL

RD′A

gewinnen, das zum Reglerentwurf verwendet werden kann.

Modellgrenzen

Der ReglerRwird angeschlossen. Er realisiert eine proportionale Zustandsrückführung

D = Dre f + ki iL + kuua, Bild 2.11. Abhängig von der Reglerparametrierung und der

Schaltfrequenz ist die Welligkeit vonu entweder vernachlässigbar oder muß berück-

sichtigt werden. Die Parametrierung ist in Tab. 2.2 zusammengefaßt [LB96b]. Die Pa-

+ +

++

−

−

−

1

1
C

1
L

1
R

1−D
D

iDm,τciLm,τc
∫∫

ki

ku

Dre f

uam,τcuem,τc

Bild 2.11: Gemitteltes Modell des Aufwärtswandlers mit PWM und Zu-

standsrückführung.

Ue/V L/µH C/µF R/Ω re f ki/A−1 ku/V−1

5 50 4.4 28 0.13 −0.174 0.0435

Tabelle 2.2: Parametersatz des Aufwärtswandlers.

rameter sind so gewählt, daß die Welligkeit nicht von vornherein vernachlässigt wer-

den kann.
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Bild 2.12: Transientverhalten gemitteltes Modell und geschaltetes Systemmodell.

Bild 2.12 stellt die Sprungantworten des gemittelten Modells und des Systems

bei Zyklusdauern vonτc = 1µs undτc = 10µs dar. Deutlich ist eine Abweichung der

Sprungantworten beider Modelle zu erkennen, die mit zunehmender Zyklusdauer zu-

nimmt. Ursache für die Abweichung ist die mit zunehmender Zyklusdauer zunehmen-

de Welligkeit der kontinuierlichen Signale. Abschnitt 2.3behandelt Erweiterungen,

die diese Abweichung verringern.

Modellierung von Pulsfrequenzmodulation

In der bisherigen gemittelten Modellierung wurde stets voneiner konstanten Zyklus-

dauer ausgegangen. An dieser Stelle wird untersucht, inwieweit sich gemittelte Mo-

delle auf Systeme mit variabler Zyklusdauer anwenden lassen.

Können die Zeitverläufe mit stückweise zeitlich linearen Funktionen modelliert

werden, dann hatf die Form:

f (x, t′) =



















c1 für t′ ≤ τ1
c2 für τ1 ≤ t′ ≤ τm

.
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Die Differentialgleichung zur Beschreibung des gemittelten Systemverhaltens ist dann:

ẋm,τm =
c1τ1+c2(τm− τ1)

τm
. (2.35)

Gleichung (2.35) enthält keine Abhängigkeit vonx mehr. Da die Zyklusdauer die Sum-

me aller Aktivierungsdauern innerhalb eines Zyklusses ist, läßt sich Gl. (2.35) für ein

zeitgesteuertes System mit nicht konstanter Zyklusdauer schreiben als

ẋm,τm =

∑N
i=1 ciτi

∑N
i=1τi

, (2.36)

wobei i ∈ [1,N] die innerhalb des Zyklusses aktivierten Betriebsmodi sind. Da die Ak-

tivierungsdauern bei Zeitsteuerung entweder konstant sind oder explizit von der Stell-

größe abhängen, kann das gemittelte Modell nach Gl. (2.36) auch bei nicht konstanter

Zyklusdauer verwendet werden.

2.3 Erweiterte gemittelte Modelle

Modell

Erweiterte gemittelte Modelle berücksichtigen die Rückwirkung der Welligkeitsfunk-

tion auf die Ereigniszeiten. Dadurch können mit diesen Modellen auch ereignisgesteu-

erte Systeme modelliert werden. Die prinzipielle Vorgehensweise besteht darin, aus

dem ereignisgesteuerten System ein äquivalentes zeitgesteuertes Modell zu gewinnen.

Kann dieses nicht gefunden werden, so existiert auch kein erweitertes gemitteltes Mo-

dell.

Zur Beschreibung der Welligkeitsfunktionen existieren zwei Ansätze:

1. Beschreibung mit Zeitfunktion

2. Beschreibung mit Fourierreihe

Beschreibung mit Zeitfunktion

In [LB96b] wird zunächst der kontinuierliche Zustand durch den Ansatz

x(t) = xm,τm(t)+Ψ(xm,τm(t), t) (2.37)
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modelliert, wobeiΨ eine periodische Funktion int ist, die die Welligkeit vonx erfaßt.

Die gemittelte Modellierung soll mit einer gemittelten zeitinvarianten Funktion

ẋm,τm = g(xm,τm) =
1
τm

∫ t+τm

t

(

f (xm,τm+Ψ(xm,τm, t
′), t′

)

dt′ (2.38)

erfolgen, die gesucht ist.

In Gl. (2.38) wird die Ereignissteuerung daduch berücksichtigt, daßf (x, t) in [LB96b]

für den dort behandelten Spezialfall in der Form

f (x, t) =
km
∑

i=1

f (x, i) · ǫ(u(x)− r(tmodT))

angegeben wird. Dabei ist

ǫ(v) =



















1 für v≥ 0

0 für v< 0

die Einheitssprungfunktion und

r(v) =



















v für v≥ 0

0 für v< 0

die Rampenfunktion. [LB96b] behandelt nur pulsweitengesteuerte Systeme. Die über-

lagerte Ereignissteuerung ist durchu(x)− r(tmodT) modelliert. Dabei istu(x) das vom

kontinuierlichen Zustand abhängige Ausgangssignal eines Proportionalreglers.

Ableiten von (2.37) und Umstellen nachẋm,τm führt auf:

ẋm,τm =
ẋ− ∂Ψ

∂t

e1+
∂Ψ
∂xm,τm

. (2.39)

Dabei iste1 ein Vektor der Dimension vonΨ, dessen Elemente den Wert Eins ha-

ben. Die verwendete Operation∂Ψ
∂xm,τm

ist die Ableitung jedes einzelnen Elements des

VektorsΨ nach dem äquivalenten Element des gemittelten kontinuierlichen Zustands

xm,τm. Um Gl. (2.38) zu erhalten ist nocḣx durchf
(

xm,τm+Ψ
)

zu ersetzen. Zusätzlich

führt [LB96b] die Näherung
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂Ψ

∂xm,τm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≪ 1

ein. Diese Näherung bedeutet, daß die Welligkeit nur geringfügig vom gemittelten

kontinuierlichen Zustand abhängt. Dann vereinfacht sichGl. (2.39) zu:

ẋm,τm = f (xm,τm+Ψ, t)−
∂Ψ

∂t
. (2.40)
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Die Welligkeitsfunktion kann dann durch

Ψ(xm,τm, t) =
∫ t+τm

t

[

f (xm,τm+Ψ(xm,τm, t
′), t′)− g(xm,τm)

]

dt′+h(xm,τm) (2.41)

berechnet werden, wobeih(xm,τm) eine Vektorfunktion ist, die

∫ t+τm

t
Ψ(xm,τm, t

′)dt′ = 0

sichert.

Um das erweiterte gemittelte Modell zu erhalten, ist die nichtlineare Integralglei-

chung (2.41) zu lösen, in der auchg(xm,τm) nach Gl. (2.38) vorkommt.

Mit dieser Methode sind die Funktioneng undΨ nur für Spezialfälle bestimm-

bar. Ist ein äußerer Regler vorhanden, an dessen Ausgang die Welligkeit vonu nicht

vernachlässigt werden kann, so muß die Generierung vonu vor der Ableitung des

Modells berücksichtigt werden, da wegenΨx = Ψx(u, t) durch die WelligkeitΨu eine

AbhängigkeitΨx(Ψu, t) entsteht. Analytische Ausdrücke können bei einfachen Wellig-

keitsfunktionen für den stationären Zustandẋm,τm abgeleitet werden. Das dynamische

Verhalten ist mit diesem Modell nur durch Simulation ermittelbar, da wegen der Wel-

ligkeitsfunktionΨ(t) das Modell zeitvariant ist. [LB96b] führt die Modellierung und

Analyse für das Beispiel aus Abschnitt 2.2 durch. Die dort gezeigten Simulationser-

gebnisse bei Verwendung des erweiterten Modells stimmen deutlich besser mit dem

Systemverhalten überein als die Modellierung mit dem einfachen gemittelten Modell.

Das erweiterte Modell kann zur Beschleunigung der Simulation gegenüber dem allge-

meinen Modell bei vertretbarer Genauigkeit genutzt werden.

Eine praktikablere Methode zur Bestimmung der Welligkeitsfunktionen wird in [Hel04]

verwendet. Das Modell ist identisch mit [LB96b]:

Ψ(t) = x(t)−xm,τm(t) (2.42)

xm,τm(t) =
1
τm

∫ t+τm

t
x(t′)dt′ .

Sind alle Elemente des Vektorsẍm,τm ·τm vernachlässigbar gegenüber den äquivalenten

Elementen des Vektorṡxm,τm, so gilt in Näherung

ẋm,τm ≈
1
τm

(x(t+ τm)−x(t))
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und innerhalb eines Zyklusses:

xm,τm(τ) = x0+

∫ τ

0
ẋm,τmdt′ = x0+ ẋm,τm · τ . (2.43)

Die WelligkeitsfunktionΨ soll eine mittelwertfreie Funktion sein, damit die gemittelte

Größe mit dem Mittelwert vonx übereinstimmt:
∫ t+τm

t
Ψ(xm,τm(t′))dt′ =

∫ t+τm

t
x(t′)−xm,τm(t′)dt′ = 0 . (2.44)

Aus Gl. (2.44) ist der Anfangswertxm,τm(0) für Gl. (2.43) bestimmbar. Mit Gl. (2.42)

kann schließlichΨ(xm,τm, t) bestimmt werden.

Bei der Berechnung vonΨ(xm,τm, t) kann für viele hybride Systeme die Bedingung

erfüllt sein, daß die Elemente des Vektorsẋm,τm · τ vernachlässigbar gegenüber den

äquivalenten Elementen des Vektorsxm,τm sind, so daß die Welligkeitsfunktion durch

eine stückweise zeitlich lineare Funktion approximiert werden kann.

Bei dieser Variante wird stets das Signalxm,τm(t)+Ψ(xm,τm(t), t) benutzt, um die

durch die Welligkeit modifizierten Ereigniszeiten und daraus den genaueren Mittel-

wert xm,τm zu bestimmen. Die Beschreibung ist auch hier eine gemischteereignisge-

steuerte/zeitgesteuerte Form der Modellierung, die wegen der Zeitvarianz durchΨ(t)

analytische Ausdrücke nur für den stationären Zustand erlaubt.

Die vorgestellte Methode beschränkt sich auf pulsweitenmodulierte Systeme, bei

denen durch die Welligkeit des kontinuierlichen Zustands eine Pulsweitenmodulation

verursacht wird. Durch folgende Vorgehensweise kann ein erweitertes gemitteltes Mo-

dell für hybride Systeme auch mit anderem Ereignisgenerator gefunden werden:

1) Mit der Definition der Welligkeitsfunktion, Gl. (2.14) sind die Abschnitte der

Welligkeitsfunktion für die einzelnen diskreten Zustände berechenbar durch:

Ψi(xm,τm, τ) = f̂ (x0,i , τ)−xm,τm− ẋm,τm ·
















τ+

i−1
∑

l=1

τ̄l

















. (2.45)

Dabei ist f̂ (x0,i , τ) die Lösung von Gl. (2.1), die in verschiedene Stücke (siehe

Bild 2.2) zerlegt werden kann. In Gl. (2.45) sindΨi(xm,τm, τ), x0,i , ẋm,τm und τ̄l

unbekannt. Die Nebenbedingung ist die Mittelwertfreiheitder Welligkeitsfunk-

tion:

0=
km
∑

i=1

∫ τ̄i

0
Ψi(xm,τm, τ)dτ = f̂ (x0,km, τ̄km)−x0,1− ẋm,τmτm . (2.46)
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2) Die Anwendung der Ereignisbedingung Gl. (2.6) liefert:

0= Φi

















xm,τm+ ẋm,τm ·
i

∑

l=1

τ̄l +Ψi(xm,τm, τ̄i),um,τm, τ̄i

















. (2.47)

Wäre der Anteilẋm,τm ·
∑i

l=1 für alle i ≤ km gegenüberΨ vernachlässigbar, so

würden Gl. (2.45)–Gl. (2.47) ein äquivalentes zeitgesteuertes System ergeben,

aus dem sich mit Gl. (2.17) ein gemitteltes Modell berechnenläßt. Allgemein

kann dies jedoch nicht vorausgesetzt werden, so daß die Anwendung der Mitte-

lung auf

3)

ẋm,τm =

km
∑

i=1

1
τ̄i

(

f̂ i(x0,i , τ̄i)−x0,i

)

=
1
τm

(

f̂ (x0,km)−x0,1

)

(2.48)

führt.

Gleichung (2.45)–Gl. (2.48) bilden ein System von impliziten Gleichungen. In Gl. (2.48)

ist x0,i der Anfangswert des kontinuierlichen Zustands fürq= i. Gelingt es, aus diesen

Gleichungen eine explizite Gleichungẋm,τm = f ′′(xm,τm,um,τm) zu gewinnen, so ist diese

das gemittelte Modell für das ereignisgesteuerte oder gemischt zeit-ereignisgesteuerte

System.

Die Aktivierungsdauern ¯τi und somit auch die Zyklusdauerτm sind abhängig von

xm,τm undum,τm. Somit ist das hier dargestellte Verfahren auch dann anwendbar, wenn

τm eine vonxm,τm undum,τm abhängige Funktion ist. Die vom Ansatz, Gl. (2.14) stam-

mende Einschränkung auf konstante Zyklusdauer ist nicht erforderlich und das Modell

kann auch für variable Zyklusdauern verwendet werden.

Beschreibung mit Fourierreihe

Das Zustandssignalx(t) wird durch die Fourierreihe

x(t) = xm,τm(t)+
∞
∑

l=1

ax,l(t)cos(lωst)+bx,l(t)sin(lωst) (2.49)

[CVS99] beschrieben. In Gl. (2.49) istxm,τm(t) der gemittelte Wert.ax,l(t) und bx,l(t)

sind die Fourierkoeffizienten der Welligkeitsfunktion. Daxm,τm(t) zeitvariant ist, sind

ax,l(t) undbx,l(t) ebenfalls zeitvariant. Da sich in vielen Systemen der Mittelwert über
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einen Zyklus nur unwesentlich verändert, können die Fourierkoeffizienten über einen

Zyklus als konstant approximiert werden. Bei Weglassen derHarmonischen bleibt

nur nochxm,τm(t) übrig und man erhält das einfache gemittelte Modell. Einsetzen von

(2.49) inf und anschließende Mittelung führt auf:

ẋm,τm(t) =
1
τm

∫ t+τm

t

















f

















xm,τm(t′)+
∞
∑

l=1

ax,l(t
′)cos(lωst

′)+bx,l(t
′)sin(lωst

′)

































dt′ .

(2.50)

Bedingt durch Nichtlinearitäten infm,τm oder durch die Rückführung vonu führen die

Harmonischen zu einer Veränderung vonẋm,τm.

Enthältf z.B. eine Multiplikation zweier Signalex1(t) und x2(t), so ist dieÄnde-

rung der mittleren Ableitung des betreffenden Zustands gegenüber dem Standardmo-

dell:

∆ẋm,τm =
1
2

∞
∑

l=1

(

ax1,lax2,l +bx1,lbx2,l
)

.

Aus dieser Wirkung wird sofort die Abhängigkeit des Fehlers in Bild 2.12 klar: ist

die Welligkeit gering, sind auch die Koeffizientenax,l(t) undbx,l(t) gering. Damit wird

ẋm,τm bei geringer Welligkeit weniger durch die Harmonischen beeinflußt als bei hoher

Welligkeit.

Die formale Anwendung des Verfahrens liefert ein gemitteltes Modell, das neben

dem gemittelten kontinuierlichen Zustand Produkte der Form ax1,lax2,l enthält. Die

Fourierreihe kann nur bis zu einer endlichen Ordnung gebildet werden. Diese rich-

tet sich nach dem Rechenaufwand. Sindax,l undbx,l näherungsweise unabhängig von

xm,τm, so ist das erhaltene Modell zeitinvariant wie das Standardmodell. Existiert je-

doch ein ReglerR, so bewirkt dieÄnderung der Stellgrößeu eine Veränderung von

ax,l(t) undbx,l(t). Zur Berechnung muß die Nebenbedingung

0= φ

















xm,τm(t)+
∞
∑

l=1

ax,l(t)cos(lωst)+bx,l(t)sin(lωst),

um,τm(t)+
∞
∑

l=1

au,l(t)cos(lωst)+bu,l(t)sin(lωst), t)

















(Ereignisgeneration) herangezogen werden. Ist diese erf¨ullt, so tritt ein Umschaltereig-

nis ein. Durch Umstellen der Ereignisbedingung nacht werden die Ereigniszeitpunkte

ermittelt.
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Dabei hängen die Koeffizienten des Reglerausgangssignals von denen des kontinu-

ierlichen Zustands ab. In der Regel führt dies zu iterativen Verfahren zur Bestimmung

der Koeffizienten, da die Koeffizienten von den Ereigniszeitpunkten abhängen. Die

Fourierreihe bildet Instetigkeiten in der Ableitung einesSignals und das Signal im Be-

reich der Instetigkeit nur mit schlechter Konvergenz nach.Zur Berücksichtigung der

o.g. Nebenbedingung wird jedoch der Wert an der Stelle der Instetigkeit (Umschaltbe-

dingung) benötigt. Daher muß die Abbruchordnung relativ hoch gewählt werden, was

einen hohen Rechenaufwand bedeutet.

Beispiel

Beschreibung mit Zeitfunktion

Der Wandler aus Abschnitt 2.2 mit der Parametrierung in Tab.2.2 wird modelliert mit

der Methode nach [Hel04]. In Näherung giltΨiL ≪ iLm,τm undΨua≪ uam,τm. Dann sind

iL undua in Näherung zeitlich stückweise affin

iL(τ) =



















iL0+c1τ 0≤ τ ≤ τ1
iL0+c1τ1+c2(τ− τ1) τ1 ≤ τ ≤ τ1+ τ2

ua(τ) =



















ua0

(

1− τ
RC

)

0≤ τ ≤ τ1
ua0

(

1− τ1RC

)(

1− τ−τ1RC

)

+
iLm,τ2

C (τ− τ1) τ1 ≤ τ ≤ τ1+ τ2
(2.51)

mit c1 =
Ue
L , c2 =

Ue−uam,τm
L und iLm,τ2 = iL0+ c1τ1+

c2τ2
2 . Unter Vernachlässigung von

ẋm,τm gegenübeṙx führt (2.42) sofort auf die Welligkeitsfunktionen:

ΨiL =



















c1τ− 1
2c1τ1 0≤ τ ≤ τ1

c2

(

τ− 1
2(τ1+ τm)

)

τ1 ≤ τ ≤ τm
(2.52)

Ψua =























uam,τm
(

RC− τ12
)

(

τ1
2 − τ

)

0≤ τ ≤ τ1
(

τ− 1
2(τ1+ τm)

)

(

iLm,τm
C − uam,τm

RC− τ12

(

1− τ1RC

)

)

τ1 ≤ τ ≤ τm
. (2.53)

Zur Bestimmung der korrekten Ereigniszeiten bei Regelung wird die Welligkeitsfunk-

tion zu den Ereigniszeiten benötigt:

ΨiL (τ1) =
c1τ1

2

Ψua(τ1) = −
τ1uam,τm

2RC− τ1
.
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Werden Reglerstruktur und Ereignisgenerator nach Abschnitt 2.2 verwendet, so ergibt

sich die Einschaltzeit mit Hilfe von

x∆,min+ τ1
2x̂∆
τm

= ki
(

iLm,τm+ΨiL(τ1)
)

+ku
(

uam,τm+Ψua(τ1)
)

+ re f

zu

τ1 = a−
√

a2−b (2.54)

mit:

a = −
x∆,min−4RCx̂∆

τm
−ki iLm,τm+RCkic1−2kuuam,τm− re f

4x̂∆
τm
−kic1

b =
−2RCx∆,min+2RCki iLm,τm+2RCkuuam,τm+2RCre f

2x̂∆
τm
−ki

c1
2

. (2.55)

Die Systemanalyse erfolgt nun mit der korrigierten Einschaltzeit τ1. Bild 2.13

stellt die Transienten des Mittelwerts des erweiterten gemittelten Modells im Vergleich

zu denen des geschalteten Systemmodells und des einfachen gemittelten Modells bei

fm = 100kHz dar. Unter der Bezeichnung Originalsystem ist stets das geschaltete Sy-

stemmodell zu verstehen. Die Verbesserung der Abschätzung des Mittelwerts durch

Berücksichtigung der Welligkeit ist deutlich erkennbar.

Mit dieser Methode läßt sich zum einen der Simulationsaufwand gegenüber dem

Originalsystem bei vertretbarer Genauigkeit deutlich verringern, zum anderen erhält

man analytische Ausdrücke für den periodischen Grenzzyklus des Systems und für die

Kleinsignalparameter.
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Bild 2.13: Transientverhalten erweitertes gemitteltes Modell und geschaltetes System-

modell.

Beschreibung mit Fourierreihe

Ausgangspunkt für die Fourierreihenbeschreibung sind die Strom- und Spannungs-

verläufe nach Gl. (2.51). Die Koeffizienten der entsprechenden Fourierreihe betragen

a0iL
= iL,0+

c1τ1(τ1+2τ2)+c2τ
2
2

2τm

akiL
=

τm

2(πk)2
(c2−c1)

(

1−cos
2πkτ1
τm

)

bkiL
=
τm(c1−c2)

2(πk)2
sin

2πkτ1
τm
− τ1(c1−c2)+c2τm

πk

a0ua
= ua,0













1− τm
2RC

+
τ1τ

2
2

2τm(RC)2













+
τ22iLm,τ2

2Cτm

akua
=

τm

2(πk)2
(c2,u−c1,u)

(

1−cos
2πkτ1
τm

)

bkua
=
τm(c1,u−c2,u)

2(πk)2
sin

2πkτ1
τm
−
τ1(c1,u−c2,u)+c2,uτm

πk
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mit:

c1,u = −
uam,τm

RC
(

1− τ1
2RC

)

c2,u =
iLm,τm

C
−

uam,τm

RC

1− τ1RC

1− τ1
2RC

.

Nach Ersetzen vonua und iL durch die Fourierreihen bestimmt sich die Einschaltzeit

aus der impliziten Gleichung (Ereignisbedinung):

x∆,min+ τ1
2x̂∆
τm

= ki

















a0iL
+

∞
∑

k=1

(

akiL
cos

2πkτ1
τm
+bkiL

sin
2πkτ1
τm

)

















+ku

















a0ua
+

∞
∑

k=1

(

akua
cos

2πkτ1
τm
+bkua

sin
2πkτ1
τm

)

















+ re f .

Da die Fourierkoeffizienten sowohl von den MittelwerteniLm,τm und uam,τm als auch

von der Einschaltzeitτ1 abhängen, muß die Einschaltzeit iterativ berechnet werden.

Daτ1 durch den Regler während des Einschwingvorganges variiert wird und die Fou-

rierkoeffizienten vonτ1 abhängen, sind die Fourierkoeffizienten zeitabhängig.

Bei Nutzung dieser Variante der Berücksichtigung derÜberlagerung eines ereig-

nisgesteuerten Anteils treten zwei Probleme auf:

• Aufgrund der bereits erwähnten schlechten Konvergenz in der Umgebung der

Stellen der Unstetigkeit voṅx mußte hier die Abbruchordnung von ca. 30 gewählt

werden, um eine vertretbare Genauigkeit zu erzielen.

• Die Näherung ˙um,τm · τm≪ um,τm ist in diesem Beispiel nicht erfüllt. Dies führt

zu einer deutlich sichtbaren Abweichung in Bild 2.14, in dertransienten Phase.

Das zweite Problem läßt sich durchÜberlagerung eines Anstiegesmi bzw.mu so, daß

Ψ(0)= Ψ(τm) gilt, beseitigen. Die mittleren Anstiege betragen dann:

mi = c1τ1+c2τ2

mu = c1,uτ1+c2,uτ2 .



MODELLE HYBRIDER SYSTEME 51

0 1 2 3

x 10
−4

4.5

5

5.5

6

6.5

7

7.5

8

8.5

9

Einfaches gemitteltes Modell

Vergleich der Modelle beifm = 100kHz

Erweitertes gemitteltes Modell
Fourierreihenbeschreibung 30.Ordnung

Originalsystem

t/s

u a
(t

)/
V

Bild 2.14: Transientverhalten Fourierreihenbeschreibung und geschaltetes Systemmo-

dell.

Die Koeffizienten der Fourierreihe der korrigierten Welligkeitsfunktion betragen dann

a0iL
= iLm,τm

akiL
=

τm

2(πk)2
(c2,iL −c1,iL)

(

1−cos
2πkτ1
τm

)

bkiL
=
τm(c1,iL −c2,iL )

2(πk)2
sin

2πkτ1
τm

a0ua
= uam,τm

akua
=

τm

2(πk)2
(c2,ua −c1,ua)

(

1−cos
2πkτ1
τm

)

bkua
=
τm(c1,ua −c2,ua)

2(πk)2
sin

2πkτ1
τm

mit:

c1,iL = c1−mi

c2,iL = c2−mi

c1,ua = c1,u−mu

c2,ua = c2,u−mu .
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Bild 2.15 stellt den Verlauf der Transienten bei Eliminierung des mittleren Anstieges
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Bild 2.15: Transientverhalten Fourierreihenbeschreibung bei Berücksichtigung vonmi

undmu und geschaltetes Systemmodell.

aus der Fourierreihe dar. Das Problem, daß eine hohe Abbruchordnung zur Approxi-

mation der Umschaltereignisse notwendig ist, bleibt jedoch bestehen.

2.4 Eingebettete Abbildungen

Modell

Bei der Systemmodellierung mit eingebetteten Abbildungenreduziert sich die System-

beschreibung auf die Zustandsgrößen zu den Ereigniszeiten und die Zeitspannen zwi-

schen den Umschaltereignissen des hybriden Systems. Sindf ,g,Φ,Rundd(t) bekannt,

so läßt sich eine FunktionH finden, die den hybriden Zustand

s̄(k) =





































x̄(k)

q̄(k)

τ̄(k)





































(2.56)
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zum Zeitpunkt des aktuellen Ereignisses auf den zum Zeitpunkt des nachfolgenden

Umschaltereignisses abbildet:

s̄(k+1)= H(s̄(k)) . (2.57)

Diese Funktion wird im folgenden als eingebettete Abbildung bezeichnet.

Zur Berechnung der eingebetteten Abbildung benötigt man die Lösung

x(τ) = f̂ (x̄(k), q̄(k), τ) (2.58)

der Differentialgleichungf , Gl. (2.1) bei gegebener Störfunktiond(τ) und konstantem

diskreten Zustandq.

Der Ereignisgenerator wird durch

ϕ = Φ(x,q,u, τ)

beschrieben. Die eingebettete Abbildung ist komponentenweise ermittelbar:

Hτ(s̄(k)) = τ̄(k+1) . (2.59)

Zunächst erfolgt die Berechnung der Aktivierungszeitspanne für verschiedene Regler-

varianten und Ereignisgeneratoren.

Kein Regler, u= 0

Die Ereignisgenerierung ist durch weglassen des Argumentes u mit

Φ(x,q, τ) = Φ
(

f̂ (x̄(k), q̄(k), τ) , q̄(k), τ
)

vollständig modelliert. Ein Ereignis tritt ein, wennΦ
(

f̂ (x̄(k), q̄(k), τ) , q̄(k), τ
)

= 0 gilt.

Das Umstellen dieser Bedingung nach einer Variablenv wird im folgenden durch die

FunktionΦ−1
v (. . . ) beschrieben. Das Zeitintervall beträgt dann:

τ̄(k+1)= Φ−1
τ

(

f̂ (x̄(k), q̄(k), τ̄(k+1)) , q̄(k)
)

. (2.60)

Existieren für einen diskreten Zustand mehrere Ereignisse, an denen die Ereignisbe-

dingung erfüllt ist, so gibt diese Funktion stets das zeitlich erste Ergebnis aus. Da die

Zeitspanne sowohl in̂f als auch inΦ vorkommt ist Gl. (2.60) allgemein in implizi-

ter Form gegeben. Für die Spezialfälle Ereignissteuerung und Zeitsteuerung ist eine

geschlossene explizite Form angebbar:
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• Ereignissteuerung. Hier vereinfacht sich der Ereignisgenerator zu

Φ
(

f̂ (x̄(k), q̄(k), τ) , q̄(k)
)

und die Zeitspanne beträgt:

τ̄(k+1)= f̂−1
τ

(

Φ−1
x (q̄(k)) , x̄(k), q̄(k)

)

. (2.61)

• Zeitsteuerung. Der Ereignisgenerator hat die FunktionΦ (τ, q̄(k)) und die Zeit-

spanne beträgt:

τ̄(k+1)= Φ−1
τ (q̄(k)) . (2.62)

Abtastregler

Der Regler tastet die Systemzustände zu den Ereigniszeiten ab. Das Modell für den

Abtastregler ist:

ū(k) = rd(x̄(k), ū(k−1), q̄(k), d̄(k)) .

Daraus folgt die Ereignisgeneration zu:

ϕ = Φ
(

f̂ (x̄(k), q̄(k), τ), q̄(k), ū(k), τ
)

.

Auch hier ist die Zeitspanne allgemein nur implizit darstellbar, kann jedoch für die

beiden Fälle Ereignissteuerung und Zeitsteuerung in die Form von Gl. (2.61) bzw.

Gl. (2.62) gebracht und somit explizit berechnet werden.

Kontinuierlicher Regler

Der Regler wird durch Gl. (2.8) und Gl. (2.9) beschrieben. Die Lösung der Differen-

tialgleichung (2.8) bei Kenntnis von̂f undd(τ) sei:

r (τ) = r̂1 (x̄(k), r̄ (k), q̄(k)) .

Dann läßt sich die Ereignisgeneration durch

ϕ = Φ
(

f̂ (x̄(k), q̄(k), τ), q̄(k), r2(f̂ (x̄(k), q̄(k), τ), r̂1(x̄(k), r̄ (k), q̄(k)), q̄(k)), τ
)

modellieren. Eine explizite Lösung ist nur für Spezialf¨alle möglich. Selbst bei reiner

Zeitsteuerung entsteht bei Verwendung eines kontinuierlichen Reglers eine überlagerte

Ereignissteuerung, so daß hier im allgemeinen Fall keine explizite Lösung möglich ist.

Ist jedoch dieÄnderungū(k)− ū(k− 1) vernachlässigbar gegenüber dem Mittelwert,



MODELLE HYBRIDER SYSTEME 55

kannu für die Ereignisgeneration durch den Mittelwert approximiert werden und eine

explizite Näherung der Form Gl. (2.62) kann gefunden werden.

Mit Kenntnis vonτ̄(k+1) ist der kontinuierliche Zustand im nächsten Umschalt-

moment ermittelbar:

Hx(s̄(k)) = x̄(k+1)= f̂ (x̄(k), q̄(k), τ̄(k+1)) . (2.63)

Der diskrete Zustand folgt dann mit:

Hq(s̄(k)) = q̄(k+1)= g(q̄(k),Φe(x̄(k+1), τ̄(k+1), q̄(k))) . (2.64)

Aus der eingebetteten Abbildung läßt sich dieiterierte Abbildung Permitteln. Die

iterierte AbbildungP gibt die Abhängigkeit vons für aufeinanderfolgende Zyklen des

diskreten Teilsystems an. Für einen Zyklus gelten Gl. (2.11) und Gl. (2.12):

s̄(m+1)= P(s̄(m)) . (2.65)

Die iterierte Abbildung ist äquivalent zum Poin-Caré Schnitt [CAC+00], der in der

Analyse kontinuierlicher Systeme verbreiteten Einsatz findet. m ist dabei der Index,

der die Durchläufe durch die Zyklen des diskreten Teilsystems zählt.

Eine typische Anwendung der iterierten Abbildung ist die lokale Stabilitätsana-

lyse [Vid93]. In dieser Arbeit wird u.a. eine globale Stabilitätsanalyse und ein Opti-

mierungsverfahren zur Bestimmung von Reglerparametern gezeigt. Beide basieren auf

der Verwendung statistischer Kenngrößen, die aus der iterierten Abbildung gewonnen

werden.

Beispiel

Für den DC-DC-Wandler aus Bild 2.6 wird im CCM die eingebettete Abbildung er-

mittelt. Es gelted = const. undu = const.. Das System ist fürq= 1 ein rein ereignis-

gesteuertes System und fürq= 2 ein rein zeitgesteuertes System. Mit der stückweisen

Lösung von Gl. (2.13)

f̂ (x̄(k), q̄(k), d̄, τ) =







































































iL(k)+ Ue
L τ

ua(k)e−
τ

RC





















für q= 1





















ai,1eλ1τ+ai,2eλ2τ+bi

au,1eλ1τ+au,2eλ2τ+bu





















für q= 2

(2.66)
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mit

ai,1 =
Ue− ūa(k)
L(λ1−λ2)

− λ2(īL(k)−bi)
λ1−λ2

ai,2 = īL(k)−ai,1−bi

au,1 =
īL(k)

C(λ1−λ2)
− ūa(k)

RC(λ1−λ2)
− λ2(ūa(k)−bu)

λ1−λ2

au,2 = ua(k)−au,1

bi =
Ue

R

bu = Ue

λ1/2 = − 1
2RC

±

√

(

1
2RC

)2

− 1
LC
,

wobei īL(k) = ire f , kann die eingebettete Abbildung bestimmt werden:

H





















































īL(k)

ūa(k)

q̄(k)

τ̄(k)





















































=













































































































































































ire f

ūa(k−1)e−
L(ire f −īL(k−1))

RCUe

2

L
ire f−īL(k−1)

Ue


















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Für dieses System existieren zwei iterierte Abbildungen
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die gleichwertig sind. Bild 2.16 stellt die drei Komponenten īL, ūa und τ̄ der iterierten

AbbildungP1 dar. Da das System fürq= 1 ein rein ereignisgesteuertes System ist und

für q = 2 die Zeitsteuerung nur von der Dauer des Zustandesq = 1 abhängt, ist die
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Bild 2.16: Iterierte AbbildungP1.

iterierte AbbildungP1(s̄) nur vonx̄ abhängig undPτm,1(s̄) stellt eine Ausgabefunktion

dar.

Der Wandler nach Bild 2.11 mit dem Parametersatz aus Tab. 2.2wird mit Hilfe

der iterierten Abbildung modelliert. Die Zustandsrückf¨uhrung ist eine rein statische

Funktion und kann deshalb als Bestandteil des Ereignisgenerators modelliert werden.

Die Schaltflächenbeschreibungen lauten dann:

φ1 = ki iL+kuua+ re f − x∆,min− τ
2x̂∆
τm

φ2 = τc− τ̄(k)− τ .

Mit der Lösungf̂ erhält man für die Zeitspanne den Ausdruck:

τ̄(k+1)=



















τ : τ
(

ki
Ue
L −

2x̂∆
τm

)

+kuūa(k)e−
τ

RC +ki īL(k)+ re f − x∆min = 0 für q= 1

τm− τ̄(k) für q= 2
.

Für q = 1 ergibt sich ein impliziter Ausdruck. Mit der Näherungτ≪ RC kann durch

Linearisierung der e-Funktion ein expliziter Ausdruck gefunden werden. Dann beträgt
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die Zeitspanne:
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.

Die eingebettete Abbildung lautet dann:
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Die Zykluslänge des Wandlers beträgtkm= 2. Die iterierte Abbildung ist die einfache
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Bild 2.17: Vergleich iterierte Abbildung und geschaltetesSystemmodell.

Verkettung der eingebetteten Abbildung:

P(s) = H(H(s)) .
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Da der Zyklus zwei Betriebsmodi enthält, existieren zwei iterierte AbbildungenP1

undP2, die gleichwertig sind. Bild 2.17 zeigt den Vergleich zwischen der Trajektorie

des Systemmodells und der Modellierung mit der iterierten AbbildungP1 bzw.P2. Die

iterierte Abbildung beschreibt das System vollständig und fehlerfrei an den Ereignis-

zeitpunkten.
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Kapitel 3

Steuerung und spektrale

Bewertung

3.1 Zielsetzung

Die spektrale Bewertung von Signalen spielt vor allem in denUntersuchungen zur

elektromagnetischen Verträglichkeit (EMV) elektrotechnischer Geräte eine wichtige

Rolle. Erste Probleme traten hier mit dem Beginn der Entwicklung der Starkstromtech-

nik gegen Ende des 19. Jahrhunderts auf. Damals verursachten starkstromtechnische

Anlagen Störungen in den bereits bestehenden Telegrafieanlagen. Die Folge davon

war das erste EMV-Gesetz der Welt: “Gesetz über das Telegraphenwesen des Deut-

schen Reiches” vom 6.4.1892 [KBJ+98][Win95]. Auf diese ersten Probleme durch

Wechselwirkungen zwischen elektrischen Geräten ist auchdie Gründung des VDE im

Jahr 1893 zurückzuführen [KBJ+98]. Zur Sicherung der EMV muß ein Gerät folgende

Anforderungen erfüllen:

• Störfestigkeit: Das Gerät muß unter dem Einfluß äußerer Störungen, die während

des normalen Betriebes auf das Gerät einwirken, noch fehlerfrei funktionieren.

• Störemission: Die vom Gerät während des normalen Betriebes emittierten Störun-

gen dürfen vorgegebene, von der Anwendung abhängige Grenzwerte nicht über-

schreiten, um die Funktion anderer im Umfeld betriebener Geräte nicht zu be-

einträchtigen.
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Zu den äußeren Störungen gehören Impulse auf den Leitungen, meist verursacht durch

elektrostatische Entladung (electro static discharge, ESD) aber auch eingekoppelte,

von anderen Geräten verursachte AC-Komponenten. Die Störemission ist das Abstrah-

len oder Einkoppeln von AC-Komponenten in Versorgungsleitungen und Signalleitun-

gen anderer Geräte.

Bedingt durch das notwendige ständige Schalten hybrider Systeme treten hier

funktionsbedingt AC-Komponenten im kontinuierlichen Zustandx auf. Diese sind zur

Sicherung der EMV in elektrotechnischen hybriden Systemenim Entwurf zu berück-

sichtigen und in vorgegebenen Grenzwerten zu halten. In mechanischen/elektrome-

chanischen hybriden Systemen sorgt das Auftreten von Wechselkomponenten für eine

akustische Belästigung. Für diese sind ebenfalls Grenzwerte, die durch Lärmschutz-

und Arbeitsschutzverordnungen vorgegeben werden, einzuhalten.

Störfestigkeit und Störemission werden in den EMV-Vorschriften spektral bewer-

tet. Deshalb ist die spektrale Bewertung von Wechselkomponenten in hybriden Syste-

men ein wichtiger Aspekt beim Systementwurf.

Dieses Kapitel ist in drei Abschnitte unterteilt. Der ersteAbschnitt behandelt Be-

wertungskriterien für die EMV. Im zweiten Abschnitt werden Möglichkeiten zur Be-

einflussung der EMV untersucht. Der dritte Abschnitt stellteinige Applikationsbei-

spiele und die damit erreichten Ergebnisse vor.

3.2 Bewertungskriterien

3.2.1 Messung

Dieser Abschnitt konzentriert sich auf die Messung elektrischer emittierter Störgrößen.

Die Messung unterteilt sich in die Messung abgestrahlter Störungen und leitungs-

geführter Störungen. Die Aufnahme der Störungen erfolgt im ersten Fall mit Hilfe

von Breitbandantennen in genormten Meßräumen [GG95] und im zweiten Fall durch

Messung des Spannungsverlaufs an den Anschlüssen, wenn das Gerät an ein Netz-

werk mit genormtem Impedanzgang angeschlossen ist. Das Netzwerk bildet dabei die

äußere Beschaltung inklusive der Stromversorgung in der späteren Einsatzumgebung

nach. EineÜbersicht zu den verschiedenen existierenden Normen zur EMV-gerechten
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Messung der Störungen für verschiedene Anwendungen ist [KBJ+98] zu entnehmen.

Die Messung erfolgt mit Hilfe eines Meßempfängers nach Bild 3.1 [Kra00]. Dieser

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10
11

12

13

14

15

1617

e

G G

Bild 3.1: Meßempfänger. 1. . . Eingang mit veränderbarem Dämpfungs-

glied, 2. . . Abstimmbare HF-Selektion, 3. . . HF-Vorverstärker, 4. . . Mischer,

5. . . ZF-Selektion, 6. . . ZF-Verstärker, 7. . . Dämpfungsglied zur Übersteue-

rungskontrolle und Erhöhung des Rauschabstandes, 8. . . ZF-Verstärker,

9. . . Meßgleichrichter, 10. . . Lautsprecher zur akustischen Störemissionsbewertung,

11. . . Spitzenwertbewertungsschaltung, 12. . . Quasispitzenwertbewertungsschaltung,

13. . . Mittelwertbewertungsschaltung, 14. . . Anzeigeinstrument, 15. . . Speicher,

16. . . Lokaloszillator, 17. . . Kalibrieroszillator

arbeitet als̈Uberlagerungsempfänger mit HF-Vorselektion und variierender Empfangs-

frequenz. Das Ausgangssignal des ZF-Verstärkers wird gleichgerichtet, mit verschie-

denen Bewertungsschaltungen bewertet und in der Anzeige angezeigt. Die Meßvor-

schriften schreiben die Bandbreite des ZF-Filters, die Zeitkonstanten der Bewertungs-

schaltungen und die minimale Beobachtungszeit innerhalb eines Frequenzintervalls

vor [Kra00] [VDE]. Tabelle 3.1 faßt die vorgeschriebenen Filterbandbreiten in Ab-

hängigkeit vom Frequenzbereich zusammen. Die vorgeschriebenen Zeitkonstanten der

Bewertungsschaltungen sind u.a. in [GG95] zu finden.

Die Bewertungsschaltungen sind auf die Anzeige des Effektivwerts bei sinusförmi-

gem Eingangssignal geeicht [Kra00].

Bei idealer Mittelwertbildung zeigt die Anzeige für jede Frequenz den innerhalb

der Filterbandbreite gemessenen und mitπ
2
√

2
skalierten Mittelwert an. Das angezeigte

Spektrum ist das mit der Filterfunktion des ZF-Filters gefaltete skalierte Amplituden-
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6 dB BandbreitenB6 des ZF-Filters

Frequenz- Spitzenwert- Quasispitzenwert- Mittelwert-

bereich detektion detektion detektion

Band A 100Hz. . .300Hz 220Hz 100Hz. . .300Hz

9kHz. . .150kHz (200Hz) (200Hz)

Band B 8kHz. . .10kHz 9kHz 8kHz. . .10kHz

150kHz. . .30MHz (9kHz) (9kHz)

Band C 100kHz. . .500kHz 120kHz 100kHz. . .500kHz

30MHz. . .300MHz (120kHz) (120kHz)

Band D 100kHz. . .500kHz 120kHz 100kHz. . .500kHz

300MHz. . .1GHz (120kHz) (120kHz)

Tabelle 3.1: Vorgeschriebene ZF-Bandbreiten nach IEC-CISPR 16-1:8.1993.

spektrum des Eingangssignals [Kru01].

Für das gemessene Amplitudenspektrum werden in den einzelnen Normen ver-

schiedene anwendungsabhängige Grenzkurven vorgegeben.Soll ein Gerät eine Norm

erfüllen, muß das gemessene Amplitudenspektrum vollständig unter der Grenzkurve

liegen. Bild 3.2 stellt die Grenzkurve für Geräte mit Netzanschluß zum Einsatz in

Wohngebieten bei Mittelwertmessung und Quasispitzenwertmessung dar.

Für integrierte Schaltungen wurden die nach Bild 3.3 parametrierten Grenzwert-

klassen festgelegt, um u.a. den höheren Anforderungen im Automobilbereich gerecht

zu werden. Die Parametrierung erfolgt über 3 Abschnitte. Bild 3.4 zeigt die Parame-

trierung K12m nach Bild 3.3.

3.2.2 Quantitative Bewertungskriterien

In dieser Arbeit werden nicht nur periodisch arbeitende DCCS sondern auch chaotisch

arbeitende Systeme betrachtet. Da für chaotische Signaledas Amplitudenspektrum

nicht definiert ist wird im folgenden das ungefilterte und gefilterte Leistungsdichte-

spektrum als Bewertungskriterium genutzt. Das gefilterte Leistungsdichtespektrum ist

für periodische und nichtperiodische Signale ermittelbar. Die in Vormessungen häufig
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Bild 3.2: Grenzwerte für das Amplitudenspektrum der Spannung an den Versorgungs-

anschlüssen für Geräte mit Netzanschluß in Wohngebieten nach EN55011.

genutzten Spektrumanalysatoren zeigen ebenfalls das gefilterte Leistungsdichtespek-

trum an. Somit ist ein direkter Vergleich der Ergebnisse derVormessung mit denen der

Berechnungen möglich. Ziel dieses Kapitels ist die Formung des Leistungsdichtespek-

trums so, daß bestehende EMV-Forderungen eingehalten werden.

Zur Bewertung des Systems wird das stationäre Verhalten beurteilt. Die Beobach-

tung erfolgt immer innerhalb eines endlichen Zeitintervalls. Um in diesem Intervall

das stationäre Verhalten bewerten zu können, erfolgt in diesem Kapitel die Initialisie-

rung mit Kenngrößen des stationären Verhaltens.fτ̄(1)(τ) ist dann die stationäre Dichte

der Intervalldauern. Um das stationäre Verhalten als solches kenntlich zu machen, wird

der Index (1) im folgenden unterdrückt, d.h. die stationäre Dichte ist dannfτ̄(τ).

Leistungsdichtespektrum

Das Leistungsdichtespektrum eines Signals ist definiert durch

Sv(ω) = lim
T→∞

1
T

E
(

|FT (v(t))|2
)

, (3.1)
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Bild 3.3: Grenzwerte für leitungsgeführte Störungen integrierter Schaltungen nach

IEC61967.

wobei

FT (v(t)) =
∫ T

t′=0
v(t′)ejωt′dt′ (3.2)

das Momentanspektrum des Signalsv(t) ist.

Soll das berechnete Ergebnis direkt mit der MessungSv,mess(ω) verglichen werden,

ist die Filtercharakteristik des ZF-Filters des Meßempfängers/Spektrumanalysators zu
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Bild 3.4: Beispiel einer Parametrierung der Grenzkurve nach IEC61967.
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berücksichtigen, was hier durch Approximation mit einer Rechteckfunktion erfolgt:

Sv,mess(ω) =
∫ ω+

Bω
2

ω− Bω
2

Sv(ω
′)dω′ . (3.3)

Diese Arbeit konzentriert sich auf Signale, die sich mit Hilfe gefilterter Impulspro-

zesse darstellen lassen. Das Prinzip zeigt Bild 3.5. Der Impulsprozeß

A(1)
A(2)

Filter

h (t)

lineares

t t

t̄(0) t̄(1) t̄(2)

τ̄(1)τ̄(1) τ̄(2)τ̄(2)

v(t)ξ(t)

Bild 3.5: Gefilterter Impulsprozeß.

ξ(t) =
∞
∑

k=1

A(k)δ(t− t̄(k)) (3.4)

mit t̄(0)= 0 und

t̄(k) =
k

∑

i=1

τ̄(i) (3.5)

ist das Eingangssignal eines linearen Filters mit der Impulsantworth (t). Bei geeigneter

Wahl vonA(k) undh (t) kann das Ausgangssignal

v(t) = ξ(t)∗ h (t) (3.6)

das Zeitverhalten kontinuierlicher Teilzustände vielertechnischer Systeme modellie-

ren.

Bei periodischen Signalen dient anstelle des Leistungsdichtespektrums das Lei-

stungsspektrum zur Bewertung der Störemission. Dieses l¨aßt sich aus den Fourierko-

effizienten

ciξ =
1
τm

km
∑

k=1

A(k)ej2πi t̄(k)
τm (3.7)

mit

piξ = |ciξ |2 i = 1,2,3, . . . (3.8)

berechnen.
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Das Leistungsdichtespektrum des Impulsprozesses ist dann:

Sξ(ω) = lim
T→∞

1
T

E





















∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n(ξ,T)
∑

k=1

A(k)ejωt̄(k)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2


















. (3.9)

Das Leistungsdichtespektrum des gefilterten Signals ist

Sv(ω) = Sξ(ω) · |H (ω)|2 , (3.10)

wobeiH (ω) derÜbertragungsfaktor des linearen Filters ist.

Beispiel 1

Das Schaltersignal eines DC-DC-Wandlers ist ein Rechtecksignal und soll durch einen

gefilterten Impulsprozeß modelliert werden. Der Schalter wird jeweils zu geradzahli-

gen Ereignissen ein- und zu ungeradzahligen Ereignissen ausgeschaltet. Die Modellie-

rung ist mitA(k) = (−1)k, h (t) = ǫ(t) undv(0)= 1 möglich, wobei

ǫ(t) =



















1 für t ≥ 0

0 für t < 0

die Sprungfunktion ist. Der̈Ubertragungsfaktor des linearen Filters istH (ω)= 1
jω , ω,

0.

Beispiel 2

Der Spulenstrom eines DC-DC-Wandlers läßt sich durch einestückweise zeitlich li-

neare Funktion mit den Anstiegenc1 innerhalb der Zeitspannen ¯τ(k), k ungerade und

c2 innerhalb der Zeitspannen ¯τ(k), k gerade beschreiben. Die Modellierung ist möglich

mit A(k) = (−1)k, h (t) = (c1+c2)r(t), v̇(0)= c1 undv(0)= v0. Dabei ist

r(t) =



















t für t ≥ 0

0 für t < 0

die Rampenfunktion. Der̈Ubertragungsfaktor des linearen Filters istH (ω) =− 1
ω2 , ω,

0.

Gütekriterien

Die hier vorgestellten Gütekriterien dienen der quantitativen Bewertung des Leistungs-

dichtespektrums. Mit den Kriterien soll die Bewertung der Einhaltung anwendungs-

spezifischer Vorgaben emittierter Störungen erfolgen. Darüberhinaus dienen sie als
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Kriterium für später in dieser Arbeit eingeführte Verfahren zur Optimierung des Lei-

stungsdichtespektrums.

Leistung innerhalb eines Frequenzintervalls

J1 =

∫ ωmax

ωmin

Sv(ω
′)dω′ (3.11)

Dieses Kriterium ist identisch mit dem in [SVP95] angegebenen “Breitbandkriteri-

um”. Es kann verwendet werden, wenn Störungen innerhalb eines vorgegebenen Fre-

quenzintervalls möglichst vermieden oder darin konzentriert werden sollen. Setzt man

ωmax−ωmin= Bω, ist das Ergebnis identisch mit der gemessenen Leistung an der Stelle

ω0 =
1
2(ωmax+ωmin).

Bei periodischen Prozessen ist das äquivalente Kriterium

J1 =

imax
∑

i=imin

pi (3.12)

mit imin =
ωminτm

2π und imax=
ωmaxτm

2π .

Maximale Leistungsdichte

Die maximale Leistungsdichte bei nichtperiodischen Prozessen

J2 =max
ω

(Sv(ω)), ω ∈ [ωmin,ωmax] (3.13)

oder die maximale spektrale Leistung bei periodischen Prozessen

J2 =max
i

(pi), i ∈ [imin, imax] (3.14)

ist den EMV-Vorschriften am stärksten verwandt. Bei periodischen Prozessen ist dieses

Maximum identisch mit der gemessenen maximalen Leistung, solange der Abstand

zweier Harmonischer größer ist als die Filterbandbreite.In den Bereichen konstanter

Grenzkurve ist das Konformitätskriterium, ob dieses Maximum unter oder über der

Grenzkurve liegt.

Bei engerem Abstand zwischen den Spektrallinien oder im nichtperiodischen Fall

kann ein aus Gl. (3.11) und Gl. (3.13) bzw. Gl. (3.12) und Gl. (3.14) verkettetes Krite-

rium gebildet werden, um die Messung nachzubilden

J2a = max
ω















∫ ω+
Bω
2

ω− Bω
2

Sv(ω
′)dω′















, ωmin ≤ ω ≤ ωmax (3.15)

J2a = max
i























i0+ ∆i
2

∑

i=i0− ∆i
2

pi























, imin ≤ i0 ≤ imax (3.16)
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mit ∆i = Bω
τm
2π und i0 =

ω0τm
2π .

Differenz aus maximaler und minimaler Leistungsdichte

Das Kriterium lautet für nichtperiodische Prozesse

J3 =max
ω

(Sv(ω))−min
ω

(Sv(ω)), ω ∈ [ωmin,ωmax] (3.17)

und für periodische Prozesse:

J3 =max
i

(pi)−min
i

(pi), i ∈ [imin, imax] . (3.18)

Wird J3 minimiert, so ist das Resultat ein maximal flaches Spektrum,was im betrach-

teten Intervall zu einer Minimierung der maximalen spektralen Leistung führt, wenn

die Gesamtleistung im betrachteten Intervall konstant bleibt. Auch hier ist die Berück-

sichtigung der Bandbreite des Meßgerätes durch Verkettung von Kriterien analog zu

Gl. (3.15) und Gl. (3.16) möglich:

J3a = max
ω















∫ ω+
Bω
2

ω− Bω
2

Sv(ω
′)dω′















−min
ω















∫ ω+
Bω
2

ω− Bω
2

Sv(ω
′)dω′















, ωmin ≤ ω ≤ ωmax

J3a = max
i























i0+ ∆i
2

∑

i=i0− ∆i
2

pi























−min
i























i0+ ∆i
2

∑

i=i0− ∆i
2

pi























, imin ≤ i0 ≤ imax .

Differenz benachbarter Leistungen

Dieses Kriterium läßt sich nur für periodische Prozesse berechnen:

J4 =

imax−1
∑

i=imin

|pi+1− pi | . (3.19)

Es steht nicht in direktem Zusammenhang mit bestehenden EMV-Forderungen. Jedoch

ist der Wert ebenfalls gering, wenn das Leistungsspektrum flach ist. Für einfache Pro-

zesse ist ein analytischer Ausdruck fürJ4 angebbar.

Beispiel 1

Für einen Impulsprozeß mitA(k) = 1 erhält man:

J4 =

imax
∑

i=imin

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

km−1
∑

k=1

km
∑

l=k+1

cos2π(i +1)
t̄(k)− t̄(l)
τm

−cos2πi
t̄(k)− t̄(l)
τm

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Beispiel 2

Für einen Impulsprozeß mitA(k) = (−1)k erhält man:

J4 =
4

τ2m

imax−1
∑

i=imin

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

km−1
∑

k=1

km
∑

l=1

(−1)k(−1)l sin
π

τm
(t̄(k)− t̄(l))(2i +1)sin

π

τm
(t̄(k)− t̄(l))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.20)
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Sollen bei einem zeitgesteuerten System die emittierten Störungen verringert werden,

so besteht eine Möglichkeit in der Anwendung eines Optimierungsalgorithmus auf der

Basis von Gl. (3.20), der die Ereigniszeitent̄(k) und t̄(l) bestimmt.

Beispiel 3

Modellierung des Schaltersignals eines DC-DC-Wandlers mit A(k)= (−1)k, H (ω) = 1
ω

.

Das Kriterium ist:

J4 =
1

2π2

imax
∑

i=imin

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

i2

km−1
∑

k=1

km
∑

l=k

(−1)k(−1)l cos
2π(i +1)
τm

(t̄(k)− t̄(l))

− 1

(i +1)2

km−1
∑

k=1

km
∑

l=k

(−1)k(−1)l cos
2π(i +1)
τm

(t̄(k)− t̄(l))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Berücksichtigung vorgegebener Grenzkurven.

Alle bisher vorgestellten Kriterien sind dann minimal, wenn die spektrale Leistung

des Signals im betrachteten Frequenzintervall gleichverteilt ist. Die EMV-Richtlinien

geben jedoch nichtkonstante Grenzkurven vor. Soll hier maximale Sicherheit gegen

Verletzung der Richtlinien erreicht werden, bietet sich ein Kriterium an, das minimal

ist, wenn das erzeugte Spektrum mit konstantem maximalen Abstand unter der Grenz-

kurve liegt. Wird die vorgegebene Grenzkurve durch die Funktion Hu(ω) beschrieben,

so beurteilt das Kriterium

J5 =max
ω





























∫ ω+
Bω
2

ω− Bω
2

Sv(ω′)dω′

Hu(ω)





























, ω ∈ [ωmin,ωmax] , (3.21)

ob und um wieviel die Grenzkurve über- bzw. unterschrittenwird. J5 ist eine Verket-

tung vonJ1, J2 und der Grenzkurve. IstJ5 = 1, so wird die Grenzkurve vom Spektrum

an mindestens einer Stelle erreicht und die betreffende Vorschrift gerade noch erfüllt.

Die Maximierung des Sicherheitsabstandes zwischen der vorgegebenen Grenzkurve

und dem Spektrum entspricht auch hier der Minimierung des Kriteriums.

In Abschnitt 3.4.1 wird dieses Kriterium verwendet, um einedurch Optimierung

bestimmte Ansteuersequenz für einen DC-DC-Wandler zu ermitteln.

Im folgenden Abschnitt werden statistische Größen berechnet, die zur Berechnung

des Leistungsdichtespektrums oder zur Bewertung spektraler Eigenschaften des Pro-

zesses benutzt werden können. Für Spezialfälle werden Methoden zur Berechnung des

Leistungsdichtespektrums aus diesen Größen vorgestellt.
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Dichten, Momente, charakteristische Funktionen und Autokorrelationsfunktion

Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion

FX(ξ) = P{X < ξ} (3.22)

gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, daß die zufällige Veränderliche einen Wert an-

nimmt, der kleiner alsξ ist [WS86]. Aus der Verteilungsfunktion läßt sich die Dichte-

funktion berechnen.

Dichtefunktion

Die Dichtefunktion fX(ξ) ist über

FX(ξ) =
∫ ξ

−∞
fX(v)dv (3.23)

definiert, [WS86] und kann durch Ableiten von Gl. (3.23) berechnet werden, wenn

Gl. (3.22) differenzierbar ist.

In den hier betrachteten DCCS treten Dichten von zwei Arten von Variablen auf:

Dichten fx(ξ) des kontinuierlichen Zustands dienen u.a. der Systemmodellierung be-

züglich der Regelungsaufgabe, d.h. der Einhaltung des kontinuierlichen Zustands von

vorgegebenen Intervallgrenzen. Diese Dichten werden in Kapitel 4 für die Parameter-

bestimmung von Reglern eingesetzt.

Dichten fτ̄(τ) von Zeitintervallen undft̄(k)(t) von Ereigniszeiten mit̄t(0)= 0 werden

in diesem Kapitel zur Berechnung der Autokorrelationsfunktion und des Leistungs-

dichtespektrums benutzt. Dazu werden alle Dichtenft̄(km·i)(τ) . . . ft̄(km·i−km+1)(τ) der Zy-

klen m benötigt. Die Dichteft̄(i)(t) läßt sich aus der gemeinsamen Dichteft̄(k),τ̄(t, τ)

berechnen. Aufgrund der Abhängigkeit ¯τ(k+ 1) = Hτ(τ̄(k)) kann durch Einsetzen in

Gl. (2.4) einek-Schritt Abbildung

t̄(k) =
k−1
∑

i=0

Hi
τ(τ̄) mit H0

τ (τ̄) = τ̄

gefunden werden, die jede Ereigniszeitt̄(k) aus dem Anfangsintervall bestimmt. Damit

ist die bedingte Dichte für ein festes ¯τ ein Dirac-Impuls an der Stellet =
∑k−1

i=0 Hi
τ(τ̄).

Die gemeinsame Dichte an der Stelle ¯τ ist dann ein gewichteter Dirac-Impuls. Die

Wichtung ist [WS86]:
fτ̄(τ)

∣

∣

∣

∣

∣

d
∑k−1

i=0 Hi
τ(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Damit beträgt die gemeinsame Dichte:

ft̄(k),τ̄(t, τ) = δ

















t−
k−1
∑

i=0

Hi
τ(τ)

















fτ̄(τ)
∣

∣

∣

∣

∣

d
∑k−1

i=0 Hi
τ(τ)

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

. (3.24)

Die Dichte der Ereigniszeiten ist gleich der Randdichte:

ft̄(k)(t) =
∫ ∞

−∞
ft̄(k),τ̄(t, τ)dτ . (3.25)

Da in den hier behandelten Systemen nur positive Zeitintervalle auftreten können, sind

die Dichten von Zeitintervallen und Ereigniszeiten nur für positive Zeiten verschieden

von Null. Deshalb kann die untere Integrationsgrenze zu Null gesetzt werden. Existiert

ein Maximalwert ¯τmax=max(Hτ(τ)), so kann die obere Integrationsgrenze aufkτ̄max

gesetzt werden, da dann die Dichte fürt > kτ̄max Null ist.

Für stückweise lineare Markovabbildungen wurde in [Kru01] ein Verfahren zur

Berechnung der Summe in Gl. (3.24) vorgestellt. Dieses kannzusammen mit Gl. (3.24)

und Gl. (3.25) zur Berechnung der Dichten der Ereigniszeiten und zur Berechnung der

Autokorrelationsfunktion und der charakteristischen Funktionen genutzt werden.

Für stückweise lineare Abbildungen ist die Dichtefτ̄(τ) stückweise konstant [Göt98].

Wegen

fy(v) =
fx(h−1(v))
∣

∣

∣

∣

dy
dx

∣

∣

∣

∣

h−1(v)

, (3.26)

wobei fy(v) die Ausgangsdichte undfx(v) die Eingangsdichte der Abbildungh ist

[WS86], sind dann die Dichtenft̄(k)(t) ebenfalls stückweise konstant. Für große Ord-

nungk konvergieren die Dichtenft̄(k)(t) gegen Gaußverteilungen [BS].

Beispiel

Aufeinanderfolgende Zeitintervalle werden mit der Bernoulliabbildung generiert:

τ̄(k+1)= 2τ̄(k)mod1.

Die Abbildung gehört zu den stückweise linearen voll streckenden Abbildungen und

hat die stationäre Dichte einer Gleichverteilung:

fτ̄(τ) =



















1 für 0≤ τ ≤ 1

0 sonst
.
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Die i-te Iterierte der Abbildung ist:

Hi
τ(τ) = 2iτmod1 0≤ τ ≤ 1 .

Damit ergibt sich die gemeinsame Dichte zu:

ft̄(k),τ̄(t, τ) =
1

∑k−1
i=0 2i

δ

















t−
k−1
∑

i=0

2iτmod1

















0≤ τ ≤ 1 . (3.27)

Bild 3.6 zeigt die Projektionen gemeinsamer Dichten in diet, τ-Ebene für die Ordnun-
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Bild 3.6: Projektion der gemeinsamen Dichteft̄(k),τ̄(t, τ) in die t, τ-Ebene.

gen 2,3,5 und 10. Dabei kennzeichnet die Linie die Stelle, an der Gl. (3.27) verschie-

den von Null ist. Bild 3.7 zeigt die daraus gewonnenen Dichten ft̄(k)(t). Das Bild zeigt,

daß die Dichte mit zunehmender Ordnung gegen die Dichte einer Gaußverteilung kon-

vergiert.

Momente

Dasn-te Moment einer Zufallsgrößex ist definiert durch:

mnx= E
(

xn) =

∫ ∞

−∞
vn fX(v)dv . (3.28)

Die wichtigsten Momente sindm1x . . .m4x, aus denen Mittelwert, Varianz, Schiefe und

Excess berechnet werden können. Besondere Bedeutung kommt dabei den ersten bei-
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Bild 3.7: Dichte der Ereigniszeitenft̄(k)(t).

den Momenten zu. Diese werden in Kapitel 4 zur Parameterbestimmung von Reglern

benutzt.

Zur Bewertung spektraler Eigenschaften werden die Momenteder Ereigniszeit-

punktet̄(k) benötigt. An späterer Stelle wird ein grobes Kriterium zur Bewertung der

Performance eines Prozesses zur Verringerung der Störabstrahlung unter Nutzung von

Varianz und Excess vorgestellt.

Der Mittelwert der Ereigniszeitpunkte ist direkt durch Erwartungswertbildung be-

stimmbar. Mit

t̄(k) =
k

∑

i=1

τ̄(i)

erhält man:

m1t̄(k) =

k
∑

i=1

m1τ̄(i) = km1τ̄ . (3.29)

Für das zweite Moment erhält man die Reihe:

m2t̄(k) = km2τ̄+2
k−1
∑

i=1

E(t̄(i)τ̄(i +1)) . (3.30)

Für die Varianz der Ereigniszeiten erhält man die Iterationsvorschrift

σ2
t̄(k) = σ

2
t̄(k−1)+σ

2
τ̄ +2(E(t̄(k−1)τ̄)−E(t̄(k−1))E(τ̄)) , (3.31)
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wobei

2(E(t̄(k−1)τ̄)−E(t̄(k−1))E(τ̄)) = 2ρ2
t̄(k−1),τ̄

die (Kreuz-) Kovarianzfunktion von̄t(k− 1) und τ̄(k) ist. Damit ist die Varianz von

t̄(k):

σ2
t̄(k) = kσ2

τ̄ +2
k−1
∑

i=1

ρ2
t̄(i),τ̄(i+1) .

Wird die Varianz aus dem zweiten Moment berechnet, so erhält man mit Gl. (2.59)

σ2
t̄(k) = km2τ̄− (km1τ̄)

2+2
k−1
∑

i=1

E(t̄(i)τ̄(i +1)) ,

wobei

E(t̄(i)τ̄(i +1)) = E

































i−1
∑

l=0

Hl
τ(τ̄)

















Hi
τ(τ̄)

















(3.32)

ist und mit

E

































i−1
∑

l=0

Hl
τ(τ̄)

















Hi
τ(τ̄)

















=

∫ ∞

0
fτ̄(ξ)

















i−1
∑

l=0

Hl
τ(ξ)

















Hi
τ(ξ)dξ

berechnet werden kann. Bei voll streckenden stückweise linearen Abbildungen verein-

facht sich Gl. (3.32) aufgrund der konstanten stationärenDichte zu:

E

































i−1
∑

l=0

Hl
τ(τ̄(1))

















Hi
τ(τ̄(1))

















= c
∫ ξmax

ξmin

















i−1
∑

l=0

Hl
τ(ξ)

















Hi
τ(ξ)dξ . (3.33)

Für stückweise lineare Markovabbildungen kann Gl. (3.32) wegen der stückweise kon-

stanten Dichte in einzelne Stücke der Form Gl. (3.33) zerlegt werden.

Beispiel

Aufeinanderfolgende Zeitintervalle werden mitHτ(τ̄) = 2τ̄mod1, τ̄ ∈ [0;1] generiert.

Mit der n-ten IteriertenHn
τ (τ̄) = 2nτ̄mod1, τ̄ ∈ [0;1] und der stationären Dichte

fτ̄(ξ) =



















1 für ξ ∈ [0;1]

0 sonst

erhält man

σ2
τ̄ =

∫ 1

0
ξdξ− 1

4
=

1
4
,

E(t̄(1)τ̄(2)) =
∫ 1

0
ξ ·2ξmod1dξ =

7
24
,

E(t̄(2)τ̄(3)) =
∫ 1

0
(4ξmod1(2ξmod1+ ξ))dξ =

9
16
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usw..

Soll die Varianz als grobes Kriterium zur Bewertung von Eigenschaften des Lei-

stungsdichtespektrums benutzt werden, kann diese mit Hilfe der o.g. Gleichung ermit-

telt werden. Für kleinek sind t̄(k− 1) und τ̄(k) stark korreliert. Hier ist Gl. (3.33) zu

verwenden. Für großek verschwindet diese Korrelation.

Das Verschwinden der Korrelation läßt sich folgendermaßen erklären: Die Escape

rate der eingebetteten Abbildung am Punktτ ist definiert durch [CAC+00]:

γHτ(τ) =
∣

∣

∣

∣

∣

dHτ(τ)
dτ

∣

∣

∣

∣

∣

.

Sie ist ein Maß für die Geschwindigkeit, mit der die Trajektorie einen instabilen peri-

odischen Orbit verläßt. Die Escape rate habe am Fixpunktτ f der AbbildungHτ den

Wert γHτ(τ f ). Dann hat die Escape rate derk-ten Iterierten der Abbildung den Wert

γHk
τ
(τ f ) =

(

γHτ(τ f )
)k

. Die Betrachtung erfolgt zunächst für stückweise lineare Abbil-

dungenHτ(τ). Das Segment der Abbildung, auf dem sich der Fixpunkt befindet, bil-

det auf das Intervall [u,o] ab. Das Intervall im Definitionsbereich, welches auf das

vollständige Intervall [u,o] abgebildet wird, hat die Breite

2ǫ =
o−u
γHτ(τ f )

.

Das Eingangsintervall, welches nachk-facher Iteration auf das vollständige Intervall

[u,o] abgebildet wird, hat dann die Breite:

2ǫ =
o−u

(

γHτ(τ f )
)k

und konvergiert exponentiell mitk gegen Null. Für hohe Werte vonk kann ein Wert in

der unmittelbaren Umgebungǫ vom Fixpunkt jeden beliebigen Ausgabewert in dem

Intervall [u,o] generieren. Die gleichëUberlegung läßt sich für jeden beliebigen pe-

riodischen Orbitk-ter Ordnung durchführen. Da nach [CAC+00] periodische Orbits

eine Rasterung der Abbildung darstellen, deren Abstand mitzunehmender Ordnung

exponentiell feiner wird und die den gesamten Definitionsbereich abdeckt, ist die oben

aufgeführteÜberlegung für jede Umgebungǫ eines beliebigen Wertes innerhalb des

Definitionsbereiches der Abbildung gültig. Das heißt jedes beliebige kleine Eingangs-

intervall innerhalb des Definitionsbereiches wird für großek auf den gesamten Werte-

bereich der Abbildung abgebildet. ¯τ und τ̄(k) sind somit für großek unkorreliert. Mit
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Hilfe von Ähnlichkeitstransformationen kann diese Aussage auch aufAbbildungen

erweitert werden, die nicht stückweise linear sind.

Für voll streckende stückweise lineare Abbildungen mit dem Definitionsbereich

und Wertebereich [0,1] kann die oben genannte Unkorrelliertheit analytisch gezeigt

werden. Der Erwartungswert E(τ̄ · τ̄(k)) läßt sich durch

E(τ̄ · τ̄(k)) =
∫ ∞

0
fτ(τ)τH

k
τ(τ)dτ (3.34)

berechnen. Aufgrund der Einschränkungen bezüglich der Abbildung gilt

fτ(τ) =



















1 für 0≤ τ ≤ 1

0 sonst

undHk
τ(τ) ist ebenfalls stückweise linear und besteht ausnk Stücken, wennn die An-

zahl der Segmente vonHτ(τ) ist. Dann kann Gl. (3.34) in eine Summe von Teilinte-

gralen zerlegt werden:

E(τ̄ · τ̄(k)) =
nk
∑

i=1

∫ τi max

τi min

τ
τ− τmin

τmax− τmin
dτ . (3.35)

Fürτmin≫ τmax−τmin konvergiert das Integral gegen1
2τ. Fürnk→∞ besitzen fast alle

Teilintegrale den Wert12τ. Andererseits geht fürnk→∞ die Summe in ein Integral über

und Gl. (3.34) ändert sich in

E(τ̄ · τ̄(k)) =
1
2

∫ 1

0
τdτ

mit dem Ergebnis:

E(τ̄ · τ̄(k)) =
1
4
= E(τ̄)E(τ̄) .

Die Werteτ̄ und τ̄(k) sind unkorreliert. Dann gilt

E(t̄(k)) = kE(τ̄)

und die Näherung

E

































i−1
∑

l=0

Hl
τ(τ̄)

















Hi
τ(τ̄)

















= im2
1τ̄

kann verwendet werden. Ist der Verlauf der Varianz effizient zu berechnen, so kann

man die Berechnung in einen Abschnitt starker Korrelation mit der Abbruchordnungn
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und einen Abschnitt schwacher Korrelation trennen, um den Berechnungsaufwand bei

ausreichender Genauigkeit gering zu halten:

σ2
t̄(k) = km2τ̄+m1τ̄

















−k2+2
k−1
∑

i=n

i

















+2
n−1
∑

i=1

∫ ∞

−∞
fτ̄(ξ)

















i−1
∑

l=0

Hl
τ(ξ)

















Hi
τ(ξ)dξ . (3.36)

σ2
t̄(k) ist bei Abbildungen, bei denen die Korrelation zwischent̄ und t̄(k) verschwindet,

geringer als bei Abbildungen, bei denent̄ und t̄(k) stärker korreliert sind.

Das dritte Moment kann durch Reihenentwicklung berechnet werden mit:

m3t̄(k) = E(t̄(k−1))+3E
(

t̄2(k−1)τ̄(k)
)

+3E
(

t̄(k−1)τ̄2(k)
)

+E(τ̄(k)) .

Ausrechnen der Reihe liefert das Ergebnis

m3t̄(k) = km3τ̄+3
k−1
∑

i=1

(

E
(

t̄2(i)τ̄(i +1)
)

+E
(

t̄(i)τ̄2(i +1)
))

bzw.:

m3t̄(k) =

k
∑

i=1

E
(

τ̄2(i)
)

+3
k−1
∑

i=1

k
∑

l=i+1

(

E
(

τ̄2(i)τ̄(l)
)

+E
(

τ̄(i)τ̄2(l)
))

+6
k−2
∑

i=1

k−1
∑

l=i+1

k
∑

n=l+1

E(τ̄(i)τ̄(l)τ̄(n)) .

Aus dem dritten Moment ist die Schiefe

ξt̄(k) =
E
(

(t̄(k)−m1t̄(k))3
)

σ3
t̄(k)

berechenbar.

Die Iterationsvorschrift für das vierte Moment lautet

m4t̄(k) =E
(

t̄4(k−1)
)

+E
(

τ̄4(k)
)

+2
(

E
(

t̄3(k−1)τ̄(k)
)

+E
(

t̄(k−1)τ̄3(k)
))

+4E
(

t̄2(k−1)τ̄2(k)
)

und die entsprechende Reihenentwicklung ist

m4t̄(k) = km4τ̄ +2
k−1
∑

i=1

(

E
(

t̄3(i)τ̄(i +1)
)

+E
(

t̄(i)τ̄3(i +1)
)

+2E
(

t̄2(i)τ̄2(i +1)
))

bzw.:

m4t̄(k) =

k
∑

i=1

E
(

τ̄4
)

+4
k−1
∑

i=1

k
∑

l=i+1

(

E
(

τ̄3(i)τ̄(l)
)

+E
(

τ̄(i)τ̄3(l)
))

+6
k−1
∑

i=1

k
∑

l=i+1

E
(

τ̄2(i)τ̄2(l)
)

+12
k−2
∑

i=1

k−1
∑

l=i+1

k
∑

n=l+1

(

E
(

τ̄2(i)τ̄(l)τ̄(n)
)

+E
(

τ̄(i)τ̄2(l)τ̄(n)
)

+E
(

τ̄(i)τ̄(l)τ̄2(n)
))

+24
k−3
∑

i=1

k−2
∑

l=i+1

k−1
∑

n=l+1

k
∑

p=n+1

E(τ̄(i)τ̄(l)τ̄(n)τ̄(p)) . (3.37)
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Der Excess läßt sich aus dem vierten Moment berechnen mit:

ǫt̄(k) =
E
(

(t̄(k)−m1t̄(k))4
)

σ4
t̄(k)

−3 .

Der Excess gibt die Abweichung der Form der Dichte von einer Gaußverteilung an.

Liegt eine Gaußverteilung vor, so hat der Excess den Wert 0. Der Excess einer Gleich-

verteilung hat den Wert−1.2. Wie im Abschnitt Autokorrelationsfunktion gezeigt

wird, ist das Leistungsdichtespektrum sehr flach, wenn sichdie Dichten stark gegen-

seitig überlappen. Dies ist bei einer Verteilung nahe an der Gleichverteilung der Fall,

was sich auch bei den berechneten Spektren bestätigte.

Für k= 0 ist der Excess gleich dem der stationären Dichte. Fürk→∞ konvergiert

der Excess der Dichten von̄t(k) für alle chaotischen Abbildungen gegen 0.

Charakteristische Funktion

Die charakeristische Funktion der zufälligen Veränderlichenx ist definiert durch

Θ(ω) = E
(

ejωx
)

(3.38)

und kann mit

Θ(ω) =
∫ ∞

−∞
ejωξ fx(ξ)dξ (3.39)

berechnet werden [WS86].

In [BS] wird eine Methode zur Berechnung des Leistungsdichtespektrums von Im-

pulsprozessen der Form (3.4) mit charakteristischen Funktionen gezeigt. Das Ergebnis

ist

Sξ(ω) =
σ2

A

E(τ̄)
+

2
E(τ̄)

∞
∑

k=1

cA(k)Re(Θk(ω)) , (3.40)

wobei

Θk(ω) =
∫ ∞

0
ft̄(k)(v)ejωvdv

die charakteristische Funktion der Ereigniszeitt̄(k) ist. Sind die Dichtenft̄(k)(v) durch

eine parametrierbare Funktion gegeben oder approximierbar, läßt sich ein analytischer

Ausdruck für das Leistungsdichtespektrum ermitteln.

Beispiel 1: Rechteckdichte

Alle Ereigniszeiten̄t(k) seien gleichverteilt mit der Dichte:

ft̄(k)(t) =



















1
b(k) für m1t̄(k) − b(k)

2 ≤ t ≤m1t̄(k) +
b(k)

2

0 sonst
.
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Die Varianz der Ereigniszeiten istσ2
t̄(k) =

b2(k)
12 . Die Korrelationsfolge für die Impuls-

flächen seicA(k) = (−1)k. Die charakteristische Funktion ist dann

Θk(ω) =
2
ωb(k)

ejωm1t̄(k) sinω
b(k)

2

und das Leistungsdichtespektrum ergibt sich zu:

Sξ(ω) =
1

E(τ̄)
+

4
E(τ̄)

∞
∑

k=1

(−1)k
1
ωb(k)

sin

(

ωb(k)
2

)

cos
(

ωm1t̄(k)

)

. (3.41)

In dieser Gleichung stellt der Kosinus-Term eine Welligkeit im Leistungsdichtespek-

trum mit der Periode2π
m1t̄(k)

dar. Dem überlagert ist ein Anteilsinb(k)ω
b(k)ω , der die Welligkeit

dämpft. Soll die Welligkeit im Leistungsdichtespektrum stark bedämpft werden, so ist

b(k), und damit auch die Varianz der Ereigniszeitpunkte, zu maximieren, d.h. die Dich-

ten aufeinanderfolgender Ereigniszeiten sollten sich möglichst stark überlappen.

Gleichung (3.41) kann zur Berechnung des Leistungsdichtespektrums genutzt wer-

den, wenn die Zeitspannen ¯τ(k) mit Hilfe stückweise linearer Abbildungen generiert

werden. Dann kann die Dichte als Summe von Rechteckdichten zusammengesetzt wer-

den, siehe Gl. (3.26)

ft̄(k),i(t) =



















h(k, i) für t̄min(k, i) ≤ t ≤ t̄max(k, i)

0 sonst

und die charakteristische Funktion ist:

Θk(ω) =
n(k)
∑

i=1

∫ t̄max(k,i)

t̄min(k,i)
h(k, i)ejωtdt .

Das Leistungsdichtespektrum ist dann

Sξ(ω) =
σ2

A

E(τ̄)
+

4
E(τ̄)

∞
∑

k=1

cA(k)
n(k)
∑

i=1

h(k, i)
ωb(k, i)

sin

(

ω
b(k, i)

2

)

cos
(

ωt̃(k, i)
)

(3.42)

mit b(k, i) = t̄max(k, i)− t̄min(k, i) und t̃(k, i) = 1
2 (t̄max(k, i)+ t̄min(k, i)). Für stückweise li-

neare Markovabbildungen werden in [Kru01] Methoden zur Berechnung der Dichten

ft̄(k)(τ) unter Nutzung der symbolischen Dynamik vorgestellt. Zusammen mit (3.42)

erhält man eine weitere effiziente Variante zur Berechnung des Leistungsdichtespek-

trums, die für stückweise lineare Markovabbildungen anwendbar ist.
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Beispiel 2: Gaußverteilung

Sind die Ereigniszeiten gaußverteilt mit der Dichte

ft̄(k)(t) =
1

√
2πσt̄(k)

e
− 1

2
(t−t̄(k))2

σ2
t̄(k) ,

so lautet die zugehörige charakteristische Funktion:

Θk(ω) = ejωm1t̄(k)e−
(σt̄(k)ω)2

2 .

Dann ist das Leistungsdichtespektrum fürcA(k) = (−1)k gegeben durch:

Sξ(ω) =
1

E(τ̄)
+

2
E(τ̄)

∞
∑

k=1

(−1)ke−
(σt̄(k)ω)2

2 cosωm1t̄(k) . (3.43)

Auch hier stellen die einzelnen charakteristischen Funktionen durch e−
(σt̄(k)ω)2

2 bedämpf-

te Kosinusschwingungen im Frequenzbereich dar. Aus den beiden letzten Beispielen

ist ersichtlich, daß das Leistungsdichtespektrum dann flach ausfällt, wennσ2
t̄(k) für alle

k maximal wird.

In [BS] wird gezeigt, daß die Dichteft̄(k)(t) für großek gegen die Dichte einer

Gaußverteilung konvergiert. Für stückweise lineare Abbildungen kann diese Eigen-

schaft zur effizienten Berechnung des Leistungsdichtespektrums mit einer Kombina-

tion aus Gl. (3.41) und Gl. (3.43) benutzt werden, die für niedrige Ordnung (strenge

Korrelation) die stückweise Konstanz der Dichte und für große Ordnung die Konver-

genz gegen die Gaußverteilung nutzt.

Autokorrelationsfunktion

Die Autokorrelationsfunktion ist die inverse Fouriertransformierte des Leistungsdich-

tespektrums:

svv(τ) = F
−1
T (Sv(ω)) . (3.44)

Allgemein entspricht der Wunsch nach minimaler Störung einem weißen Leistungs-

dichtespektrum. Dann lautet die Autokorrelationsfunktion svv(τ) = δ(τ). In der Rea-

lität kann dies nicht erreicht werden, und als Kompromiß ist der Entwickler an einer

möglichst schnell abklingenden Autokorrelationsfunktion interessiert. Durch Fourier-

Rücktransformation von Gl. (3.40) erhält man für die Autokorrelationsfunktion eines

Impulsprozesses:

sξξ(τ) =
σ2

A

E(τ̄)
δ(τ)+

1
E(τ̄)

∞
∑

k=−∞
cA(k) ft̄(k)(τ) . (3.45)
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In Gl. (3.45) werden Dichten negativer Ordnung zur Berechnung der Autokorrelations-

funktion benötigt. Die Prozesseξ(t) undτ(k) sind stationär. Damit unterliegen alle ¯τ(k)

der stationären Dichte. Für negativeτ sind alle Dichtenft̄(k)(τ), k≥ 1 Null. Das Gleiche

gilt für positiveτ und negativek. Damit Gl. (3.45) die Eigenschaftsξξ(τ) = sξξ(−τ) ei-

ner Autokorrelationsfunktion besitzt, muß für die Dichten gelten: ft̄(k)(τ) = ft̄(−k)(−τ).

Dann läßt sich Gl. (3.45) schreiben:

sξξ(τ) =
σ2

A

E(τ̄)
δ(τ)+

1
E(τ̄)

∞
∑

k=1

cA(k)
(

ft̄(k)(τ)+ ft̄(k)(−τ)
)

. (3.46)

Schränkt man das Zeitintervall, in dem die Autokorrelationsfunktion betrachtet werden

soll, auf 0< τ <∞ ein vereinfacht sich Gl. (3.46) zu:

sξξ(τ) =
1

E(τ̄)

∞
∑

k=1

cA(k) ft̄(k)(τ) für τ > 0 . (3.47)

Die Autokorrelationsfunktion verläuft dann sehr flach, wenn sich die Funktionen

cA(k) ft̄(k)(τ) gegenseitig kompensieren. Für den technisch interessanten FallcA(k) =

(−1)k lautet die Autokorrelationsfunktion:

sξξ(τ) =
1

E(τ̄)
δ(τ)+

1
E(τ̄)

∞
∑

k=−∞

(

ft̄(2k)(τ)− ft̄(2k−1)(τ)
)

. (3.48)

Bild 3.8 zeigt die mit den Dichten erster bis zwölfter Ordnung approximierte Autokor-

relationsfunktion fürcA(k) = (−1)k und Hτ(τ) = 2τmod1. Die Autokorrelationsfunk-

tion wird aufgrund der begrenzten Abbruchordnung im Bereich 0≤ τ ≤ 6 gut appro-

ximiert. Außerhalb dieses Intervalls ist die Approximation fehlerhaft. Der Verlauf für

τ ≥ 6 entspricht im Wesentlichen dem Verlauf der Dichte höchster verwendeter Ord-

nung ft̄(12)(τ). Durch Erhöhen der Abbruchordnung läßt sich der Bereich, in dem die

Autokorrelationsfunktion gut approximiert wird, vergrößern.

Ein flacher Verlauf der Autokorrelationsfunktion wird hierdann erreicht, wenn die

Dichten

• sich gegenseitig stark überlappen→Maximierung vonσ2
t̄(k)

• möglichst flach verlaufen→ Excess möglichst nahe am Wert−1.2.

Zur schnellen groben Bewertung des Verlaufs des Leistungsdichtespektrums kann die

Entwicklung der beiden Größenσ2
t̄(k) und ǫt̄(k) über k genutzt werden. 1

m1τ̄
gibt die
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Bild 3.8: Autokorrelationsfunktion approximiert mit den Dichten ft̄(k)(τ) erster bis

zwölfter Ordnung.

mittlere Zyklusfrequenz des Systems an, in deren Umgebung die maximale Leistungs-

dichte zu erwarten ist.

Als grobe Kriterien, die nur die Varianz berücksichtigen,kommen

J6 =min
k

















σ2
t̄(k)

f (m1t̄(k))

















(3.49)

und

J7 =

kmax
∑

i=kmin

σ2
t̄(i)

f (m1t̄(k))
(3.50)

in Frage, wobeif (m1t̄(k)) eine geeignet zu wählende Funktion des Erwartungswertes

von t̄(k) ist. Eine einfache Funktion ist z.B.f (m1t̄(k)) = cm1t̄(k) mit der Konstantec.
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3.3 Formung des Spektrums durch Modulation

3.3.1 Eingriffsmöglichkeiten in das System

Die Formung des Leistungs(dichte)spektrums durch Modulation ist vor allem bei elek-

trotechnischen hybriden Systemen interessant, da speziell bei diesen Systemen spek-

trale Anteile im hörbaren Bereich und/oder bei höheren Frequenzen entstehen, die

die Funktion anderer elektronischer Systeme in der Umgebung beeinflussen können.

Durch Modulation läßt sich das diskrete Leistungs(dichte)spektrum und damit auch

die maximale spektrale Leistung(-sdichte) verändern. Ziel ist stets die Verringerung

der maximalen spektralen Leistung(-sdichte). Dazu wird ein Modulationssignalw in

das System eingespeist. Grundsätzlich kann der modulierende Eingriff entweder im

kontinuierlichen Teilsystem oder im Ereignisgenerator erfolgen.

Eingriff in das kontinuierliche Teilsystem

In Bild 2.1 existiert ein Störeingangd in das kontinuierliche Teilsystem. Durch Varia-

tion des Störeinganges erreicht man eine Variation der Parameter der Funktionf des

kontinuierlichen Teilsystems.

Beispiel

Ein Aufwärtswandler mit Hysteresesteuerung wird durch Variation der Eingangsspan-

nung moduliert. Die Ausgangskapazität sei groß, so daß dieAusgangsspannung als

konstant angesehen werden kann. Der Wandler arbeite im nichtlückenden Betrieb.

Dann gilt für den Spulenstrom:

d
dt

iL =



















Ue
L für q= 0

Ue−Ua
L für q= 1

.

Für den diskreten Zustand gilt:

g(q) =



















1 für q= 0

0 für q= 1
.

Der Ereignisgenerator läßt sich modellieren durch:

φ0 = imax− iL

φ1 = iL− imin
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Φ(x,q,u, τ) =



















φ0 für q= 0

φ1 für q= 1
.

Sind die Umschaltschwellenimax und imin konstant, so ist die Schaltfrequenz direkt

proportional zuUe. Die Veränderung vonUe entspricht einer Frequenzmodulation und

kann somit zur Beeinflussung des Spektrums genutzt werden. Nachteilig ist jedoch,

daß dieser Eingang der leistungsseitige Eingang des Systems ist. Ein Stellglied, dasUe

verändert, wird mit dem EingangsstromIe des Wandlers belastet. Soll das Stellglied

selbst ein kontinuierliches System sein, so wird in diesem eine zu Ie proportionale

Leistung umgesetzt.

Eine andere Möglichkeit zur Modulation bestünde in der Veränderung vonL. Dies

kann z.B. durch Vormagnetisierung des Kerns nach Bild 3.9 bei Verwendung geeigne-

ter Kernmaterialien geschehen. Allerdings entsteht realisierungsbedingt in der gesteu-

C

DiL

iv

L

w

RS UaUe

Bild 3.9: Veränderung der Induktivität durch Vormagnetisierung des Kerns.

erten Stromquelleiv eine Verlustleistung, die proportional zuuL ist.

Wie aus dem Beispiel ersichtlich ist, erfordert der modulierende Eingriff in das

kontinuierliche Teilsystem oft große Stelleistungen. DieBereitstellung der erforderli-

chen Stelleistung führt zur Verringerung des Wirkungsgrades des Gesamtsystems, da

diese mit einer Verlustleistung verbunden ist. Weiterhin ist die Realisierung der ent-

sprechenden Stellglieder wegen der Anforderungen an derenAusgangsleistung teuer.

Deshalb findet diese Variante des modulierenden Eingriffes keine Anwendung und ist

hier nur der Vollständigkeit wegen aufgeführt.
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Eingriff in den Ereignisgenerator

Ein Eingriff in den Ereignisgenerator ist leicht durch die Variation derParameter der

Ereignisfunktionenφi möglich. Bild 3.10 zeigt das so modifizierte hybride System.

Der Generator erzeugt ein Modulationssignal, das in den Ereignisgenerator eingespeist

kontinuierliches Teilsystem

diskretes Teilsystem

Generator

Φϕ

D

d

e

f

g

h

q

refäußerer ReglerR

τ

u

w

x y∫

Bild 3.10: Hybrides System mit Modulation der Ereignisse.

wird. Die Modulation erfolgt durch den Ereignisgenerator.

Dieser Eingriff wird in diesem Abschnitt verfolgt. Die einfachste Möglichkeit zur

Variation der Parameter der Ereignisfunktionen besteht inder additivenÜberlagerung

des Reglerausgangssignalsu mit dem Modulationssignalw.

In den folgenden Abschnitten werden verschiedene Varianten des modulierenden

Eingriffes in den Ereignisgenerator gezeigt und auftretende Wechselwirkungen mit der

äußeren Regelung diskutiert.

3.3.2 Steuerschemata

Zeitsteuerung

Bei Zeitsteuerung hängt die Funktion des Ereignisgenerators nicht vonx̄ ab. Dann

ändert sich Gl. (2.5) in:

Φ(q̄, ū, τ̄) = 0 .

Bei dieser Betriebsart arbeitet der Ereignisgenerator alsreiner Wert-Zeit-Umsetzer

(value-to-time converter, VTC). Ein allgemeines System zur Wert-Zeit Umsetzung ist
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Bild 3.11: Realisierung des Ereignisgenerators für Zeitsteuerung.

in Bild 3.11 dargestellt. Ein Anstiegssignalcq wird für Q= 1 mit dem positivenc+ und

für Q = 0 mit dem negativen Anstiegc− multipliziert und integriert. Das Ausgangs-

signal x des Integrators wird durch die KomparatorenC1 und C2 mit einem oberen

Schwellwertxmax und einem unteren Schwellwertxmin verglichen. Erreichtx den obe-

ren Schwellwert, so wirdQ auf 0 gesetzt. Erreichtx den unteren Schwellwert, so wird

Q auf 1 gesetzt.V1 und V2 sind lineare Verstärker mit der Verstärkungv. Das Aus-

gangssignal dieses Ereignisgenerators ist:

Φ =



















v(xmax− x) für Q= 1

v(x− xmin) für Q= 0
.

Dieser Ereignisgenerator ist selbst ein hybrides System, da eine Wert-Zeitintervall-

umsetzung immer nach Abschluß der Umsetzung neu initialisiert werden muß. Damit

ergibt sich die Notwendigkeit der Generierung von Ereignissen.

Der Ereignisgenerator aus Bild 3.11 läßt sich durch Zerlegen in einzelne Teil-

systeme in das Modell in Bild 2.1 einordnen. Multiplizierer, Schalter und Integrator

gehören zum kontinuierlichen Teilsystem, das durch dieseZuordnung um eine Zu-

standsvariable erweitert wurde. Das RS-Flip-Flop gehörtzum diskreten Teilsystem.

Die Komparatoren und Verstärker gehören zum Ereignisgenerator. Läßt sich der an-

dere Teil des diskreten Teilsystems auch durch ein digitales Signal triggern, können

die beiden Verstärker weggelassen werden und die Zeitsteuerung vereinfacht sich zur

Struktur nach Bild 3.12. Dann kann ebenfalls auf den sonst notwendigen Komparator
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in D (Bild 2.1) verzichtet werden.

−

−

+

+

c1

c2

cq

∫

c−

c+ QQR
S

x

xmax

xmin

Bild 3.12: Einfacher Wert-Zeit-Umsetzer bei Verwendung eines flankengetriggerten

diskreten Teilsystems.

Zur Modulation der Aktivierungsdauern kann der Eingangcq oder die beiden

Eingängexmin und xmax genutzt werden. Wird das diskrete Teilsystem in Bild 2.1

durch eine Flanke vonQ getaktet, so gilt für die Dauer des Betriebsmodus mit den

Bezeichnungen in Bild 3.12:

(c+−c−)
∫ τ̄(k)

0
cq(t)dt = xmax(τ̄(k))− xmin .

Zur Generierung der aufeinanderfolgenden Zeitintervallekann entwedercq oderxmax−

xmin oder beides variiert werden. Bezüglich des Eingangscq wirkt das System mittelnd,

bezüglichxmax− xmin nicht. Wird ein Regler mit gemittelten Modellen entworfen,so

ist wegen des mittelnden Verhaltens bei Verwendung des Eingangscq eine bessere

Übereinstimmung des Systemverhaltens mit dem des gemittelten Modells zu erwarten

als bei Verwendung der Differenzxmax− xmin zur Generierung der Zeitintervalle. Die

Überlagerung des Modulationssignals kann entweder additiv mit dem Reglersignal

oder am jeweils anderen Eingang des VTC erfolgen.

Beispiele

• Pulsweitenmodulation

Bei Pulsweitenmodulation ist die Zyklusdauerτm konstant. Der Regler stellt die antei-

ligen Aktivierungsdauern (Tastverhältnisse)τ1
τm
. . .
τkm−1

τm
. Hier kommt ein Ereignisgene-

rator gemäß Bild 3.13 zum Einsatz.

Zur Modulation kann zum einen der Eingang1
τm

dienen. Dann beeinflußt die Mo-

dulation nur die Zyklusdauer und nicht die vom Regler gestellten anteiligen Dauern.
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Bild 3.13: Wert-Zeit-Umsetzer zur anteiligen Generierungder Zeitintervalle.

Zum anderen kann die Modulation dadurch erfolgen, daß eineroder mehrerer anteili-

ger Dauern das Modulationssignal überlagert wird.

• Pulsfrequenzmodulation

Bei Pulsfrequenzmodulation beeinflußt der Regler die Aktivierungsdauernτ1 . . .τkm

und damit auch die Zyklusdauerkm. Pulsfrequenzmodulation entspricht der Wert-Zeit-

Umsetzung nach Bild 3.14. Bei Dieser Variante kann die Modulation durch Anlegen

−
+

−
+

−
+

+

+

−
+

+

c ∫ q1

q2

q3

τ1

τ2

τ3

τkm

...
...

...

Bild 3.14: Wert-Zeit-Umsetzer für Pulsfrequenzmodulation.

des Signals an den Eingangc oder durchÜberlagerung einer oder mehrerer Aktivie-
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rungsdauern mit dem Modulationssignal erfolgen. Da die Zyklusdauer hier vom Aus-

gangssignal des Reglers abhängt, beeinflußt dieser in jedem Fall die zu modulierende

Größe.

Ereignissteuerung

Bei Ereignissteuerung ist die Funktion des Ereignisgenerators vonτ̄ unabhängig. Glei-

chung (2.5) ändert sich in:

Φ(x̄, q̄, ū) = 0 .

Der Ereignisgenerator läßt sich um eine Modulation erweitern, wenn er um einen wei-

teren Eingangwerweitert wird, der die Parameter der einzelnen Schaltflächenφi beein-

flußt. Wie bei der Zeitsteuerung kann dies durch Variation einer einzelnen Schaltfläche

oder durch gleichzeitige Variation mehrerer Schaltflächen erfolgen. Durch gleichzeiti-

ge Variation mehrerer Schaltflächen besteht die Möglichkeit, mit der Modulation die

Welligkeit einer oder mehrerer Zustandsgrößen zu beeinflussen, ohne den Mittelwert

der letzteren zu verändern.

Beispiel

Eine für eindimensionale Systeme typische Form der Ereignissteuerung ist die Hyste-

resesteuerung. Zur Modulation kann die obere Umschaltschwelle oder die untere Um-

schaltschwelle einzeln oder die Hysteresebreite variiertwerden. Der Eingriff des Reg-

lers kann entweder die Variation einer einzelnen Schaltschwelle oder die Verschiebung

beider Schwellen, so daß sich dabei der Mittelwert ändert,sein. Ein regelnder Eingriff

in die Hysterese ist nicht sinnvoll, da hierbei nicht der zu regelnde Mittelwert beein-

flußt wird. Vielmehr macht eine gleichzeitige Verschiebungbeider Schwellen Sinn, da

hierdurch nur der zu regelnde Mittelwert beeinflußt wird. Erfolgt dann die Modula-

tion in Form einer reinen Veränderung der Hysteresebreite, so ist die Wechselwirkung

zwischen Regelung und Modulation minimiert.

Gemischte Zeit-Ereignissteuerung

Bei gemischter Zeit-Ereignissteuerung bleibt Gl. (2.5) unverändert. Zur Modulation

können sowohl zeitliche als auch ereignisabhängige Parameter des Generators verän-

dert werden.
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Beispiele

• CPM

Eine häufig verwendete gemischte Zeit-Ereignissteuerungfür hybride Systeme der

Leistungselektronik ist der Current Programmed Mode. Das Prinzip wurde bereits

in Bild 2.6 dargestellt. Ein Zustandswechsel erfolgt bei Erreichen einer Umschalt-

schwelleire f , der andere erfolgt nach Ablauf einer vorgegebenen Aktivierungsdauer.

Bei dieser Variante der Steuerung erfolgt der Eingriff des Reglers durch Variation der

Schaltschwelleire f . Der Eingriff der Modulation kann entweder durcḧUberlagerung

von ire f mit dem Modulationssignalw oder durch Variation der vorgegebenen Akti-

vierungsdauer erfolgen. In beiden Fällen führt die Modulation zu einer Variation des

Mittelwertes, so daß Modulation und Regelung nicht unabhängig voneinander wirken.

• CPM mit Stabilisierungsrampe

In praktischen Realisierungen wird zur Unterdrückung vonchaotischem Verhalten oft

eine Stabilisierungsrampe verwendet [Eri97]. Der Verlaufdes Spulenstroms bei Ver-

wendung dieses Prinzips ist in Bild 3.15 dargestellt. Durchdas Einführen der Sta-

c1 c2

cRampe

iL

ire f

T t

t
Takt

Bild 3.15: Zeitverlauf des Spulenstroms bei CPM mit Stabilisierungsrampe.

bilisierungsrampe erhält auch das Ereignis “Ausschalten” eine Zeitabhängigkeit. Der

Eingriff der Regelung erfolgt weiterhin durch Verschiebung der jetzt zeitabhängigen

Umschaltschwelle. Zur Modulation kann neben den beiden vorher besprochenen Va-

rianten noch der Anstieg der Stabilisierungsrampe verwendet werden.
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Wechselwirkung mit der Regelung

Aus den gezeigten Beispielen ist ersichtlich, daß Wechselwirkungen zwischen der Re-

gelung und der Modulation auftreten können. Dies wird am Beispiel in Abschnitt 3.3.1

folgendermaßen deutlich: Die mittlere EingangsleistungPein=
1
2Ue(imax+ imin) ist bei

ideal arbeitendem System identisch mit der mittleren AusgangsleistungPaus= UaIa.

Daraus ergibt sich die Ausgangsspannung zuUa=Ue
imax+imin

2Ia
.Wird durch Variation der

UmschaltschwellenUa moduliert, so würde der Regler die Ausgangsspannung durch

Veränderung der Umschaltschwellenimax und imin korrigieren und somit auch auf das

Spektrum rückwirken. Für die Anwendung ist diese Wechselwirkung unerwünscht, da:

• durch die Modulation die Regelgröße verändert wird und m¨oglicherweise au-

ßerhalb der Spezifikation gerät.

• die Stellgröße durch den Regler wegen der Modulation unnötig stark variiert

wird, was in der Regel mit erhöhten Leistungsverlusten verbunden ist.

• die Regelung der Modulation entgegen wirkt, so daß die erreichbaren Verbes-

serungen im Leistungsdichtespektrum gegenüber einem ähnlichen System ohne

Wechselwirkung geringer ausfallen.

Wegen dieser Probleme ist die Suche nach einem zur wechselwirkungsarmen bzw. -

freien Modulation geeigneten Steuerschema vor dem Beginn der Suche nach einer ge-

eigneten Modulationsart lohnend. Im nächsten Abschnitt werden Beispiele für wech-

selwirkungsarme bzw. -freie Steuerschemata vorgestellt.

Es gibt allerdings Steuerschemata, wo diese Wechselwirkung nicht zu vermeiden

ist. Ihre Berücksichtigung ist im allgemeinen Fall recht aufwendig. Eine Möglichkeit

liegt darin, den äußeren Regler als Bestandteil des kontinuierlichen Teilsystems zu

modellieren, wie in Abschnitt 2.4 gezeigt wurde.

Beispiele für geeignete Steuerschemata zur Entkopplung der Modulation von der

Regelung

Die folgenden zwei Beispiele wechselwirkungsfreier Steuerschemata gelten für Syste-

me, deren kontinuierlicher Zustand in Näherung für jedendiskreten Zustand zeitlich
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linear verläuft.

Zeitsteuerung

Hat ein System für jeden diskreten Zustandi einen konstanten Anstiegci des kontinu-

ierlichen Zustands, so ist die mittlere Ableitung des Zustands

ẋm,τm =
1
τm

km
∑

i=1

ciτi =

km
∑

i=1

ciDi , (3.51)

wobeiDi =
τi
τm

die anteilige Aktivierungsdauer des Modusq= i ist. Aus Gl. (3.51) ist

sofort ersichtlich, daß die mittlere Ableitung des kontinuierlichen Zustands nur von

den anteiligen Aktivierungsdauern abhängt und vonτm unabhängig ist. Ein Ereignis-

generator, bei demu nur die anteiligen Aktivierungsdauern modifiziert und die Mo-

dulationw nur τm variiert, entkoppelt daher bei stückweise linearen Zeitverläufen die

Modulation von der Regelung. Dann können der Entwurf des Reglers und der Entwurf

einer geeigneten Modulation vollständig getrennt voneinander erfolgen. Dieses Steu-

erschema wird durch den Wert-Zeit Umsetzer aus Bild 3.13 realisiert.

Ereignissteuerung

Ersetzt man in Gl. (3.51) die Aktivierungsdauern durch

τi =
xH,i − xL,i

ci
, (3.52)

so ist die gemittelte Ableitung des Signals:

ẋm,τm =

∑km
i=1

(

xH,i − xL,i
)

∑km
i=1

xH,i−xL,i

ci

. (3.53)

Multipliziert man in Gl. (3.53) Nenner und Zähler mit einembeliebigen Faktorw,

so bleibt die mittlere Ableitung konstant. Daraus ist ersichtlich, daß bei einer Skalie-

rung aller Schaltschwellen mit dem selben Wert sich der Mittelwert nicht ändert. Da

nach Gl. (3.52) die Aktivierungsdauern linear von der Skalierung abhängen, kann die

Variable w zur Modulation genutzt werden, ohne den Mittelwert der Regelgröße zu

verändern. Eine Realisierung für ein solches System mit zwei diskreten Zuständen ist

in Bild 3.16 dargestellt.x ist der Eingang für den kontinuierlichen Zustand undQ der

diskrete Zustand. Die Regelung kann durch Variation des Eingangsxm,τm erfolgen. Der

Modulationseingang istw. Dieser Generator wurde an einem DC-DC-Wandler erfolg-

reich getestet und in [KMS04b] veröffentlicht.
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Bild 3.16: Hysteresesteuerung mit Entkopplung von Regelung und Modulation.

3.3.3 Modulationsarten und Realisierungen der entsprechenden Gene-

ratoren

In diesem Abschnitt wird die Realisierung der Generatoren zur Generierung des Mo-

dulationssignals behandelt. In einigen Spezialfällen kann der Ereignisgenerator und

die Generierung der Modulationswerte in einem einzigen Block zu einer einfachen

Schaltung zusammengefaßt werden. Dieser Fall wird ebenfalls betrachtet.

Periodische Modulation

Zur Generierung von periodischen Modulationssignalen eignen sich alle Varianten

von Funktionsgeneratoren. Viele davon (z.B. Rechteckgenerator) sind hybride Sy-

steme. Ein einfacher Generator für das Modulationssignalist der Dreieckgenerator.

Nutzt man in Bild 3.12 das Signalx als Ausgang, so erhält man ein Dreiecksignal.

Ist die Modulationsfrequenz deutlich niedriger als die Schaltfrequenz des Systems,

so zeigt [CRS03b] für Frequenzmodulation, daß der Verlaufder Einhüllenden des

Leistungs(dichte)spektrums in der Umgebung der mittlerenZyklusfrequenz identisch

mit dem der stationären Dichte des Modulationssignals ist. Beim Dreiecksignal sind

die Modulationswerte gleichverteilt, so daß sich mit der N¨aherung aus [CRS03b] ei-

ne rechteckförmige Einhüllende des Leistungsspektrumsergeben würde. Für niedrige

Modulationsfrequenzen ist daher die Modulation mit einem Dreiecksignal eine effi-

ziente Methode zur Verringerung der maximalen spektralen Leistung.

Bei höheren Modulationsfrequenzen ist eine Vorverzerrung des Signals nötig. Zur

Generierung eines universellen parametrierbaren Modulationssignals ist der Signal-

generator nach Bild 3.17 geeignet. Die Realisierung ist einArbitrary Waveform Ge-

nerator. In Abschnitt 3.4.1 wird die Ermittlung geeigneterModulationssequenzen für
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D

A

Festwert- Modulationssignal
Speicher

Takt Zähler

Bild 3.17: Generator für universelle Modulationssignale.

diesen Generator behandelt.

Chaotische Modulation

Ein chaotisches Signal erzeugt im Gegensatz zu periodischen Signalen ein kontinuier-

liches Leistungsdichtespektrum. Deshalb ist ein Chaosgenerator ebenfalls zur Erzeu-

gung des Modulationssignals geeignet. Eine Methode zur Erzeugung eines chaotischen

Signals ist die Iteration einer nichtlinearen Abbildung, Bild 3.18. Der Generator be-

Abbildung
nichtlineare

S&HS&H

Takt

x(k) x(k+1)

Bild 3.18: Iteration einer nichtlinearen Abbildung.

steht aus der Abbildung und zwei Abtast-Haltestufen. Durchdie angegebene Beschal-

tung der Abtast-Haltestufen gibt die iterierte Abbildung zu jeder steigenden Taktflanke

einen neuen Wertw aus:

w(k+1)= Hw(w(k)) .

Dieser wird als Modulationssignal verwendet. Der Takt kannentweder ein extern gene-

rierter Takt oder bei Zeitsteuerung das Ausgangssignal desWert-Zeit-Umsetzers sein.

Bei Ereignissteuerung eignet sich der diskrete Zustandq zur Generiernung des Takt-

signals für den Chaosgenerator.

In der Literatur sind einige Vorschläge zur schaltungstechnischen Realisierung von



STEUERUNG UND SPEKTRALE BEWERTUNG 97

nichtlinearen Abbildungen zu finden [Kil91][PvJ01][MPRS04]. Hier wird eine Metho-

de zur Implementation beliebiger eindimensionaler stückweise linearer Abbildungen

vorgestellt. Die Methode benutzt Schaltungen in Stromtechnik, da diese mit sehr we-

nigen Bauelementen auskommen. Zur Realisierung genügen die Blöcke aus Tab. 3.2:

Die Addition/Subtraktion von Signalen erfolgt an einem Knoten. Die Verstärkung/Ver-

teilung eines Signals erfolgt mit einem Stromspiegel oder einer Strombank. In der Dar-

stellung kennzeichnen die senkrechten Pfeile die Stromflußrichtung. Der waagerechte

Pfeil weist vom Eingang des Stromspiegels/der Strombank zum Ausgang. Die Zah-

len an den senkrechten Pfeilen kennzeichnen das Spiegelverhältnis. Für die in Tab. 3.2

dargestellte Strombank gilti1= viein undi2= 2iein. Ist im Schaltbild nichts vermerkt, so

gilt ein Spiegelverhältnis von 1 : 1. Der Vergleicher ist ebenfalls mit einem Stromspie-

gel realisiert. Das Ausgangssignal des Vergleichers ist die Spannungu>. Für i1 < i2 ist

der Stromspiegel/die Stromquelle nachUS S in der Begrenzung und es giltu> = US S.

Für i1 > i2 ist der Stromspiegel/die Stromquelle nachUDD in der Begrenzung und es

gilt u> = UDD. Als Schalter wird ein Transfergate verwendet, dessen Eingangssignal

die Spannungu> ist. Da das Ausgangssignal des Vergleichers ausschließlich zum Steu-

ern des Schalters benutzt wird, sind keine zusätzlichen Maßnahmen zur Spannungs-

Strom-Wandlung erforderlich. Zur Realiserung der Abbildungen wird weiterhin noch

eine Referenz benötigt. Diese ist eine Stromquelle. Da dieReferenzstromquelle in

der Realisierung deutlich aufwendiger als alle anderen Bl¨ocke ist, ist die Anzahl der

benötigten Referenzwerte zur Realisierung einer Abbildung zu minimieren. Zu be-

achten ist, daß bis auf den Summationsknoten und das Transfergate alle dargestellten

Blöcke nur unipolare Signale verarbeiten können. Bei negativen Eingangssignalen lie-

fern diese einen Ausgangsstrom von null. Die geschickte Ausnutzung dieser Eigen-

schaft kann dazu beitragen, den Schaltungsaufwand zu minimieren, wie ein Beispiel

zeigen wird. Zum Entwurf der Abbildung wird diese im ersten Schritt mit den zur

Verfügung stehenden Blöcken in Form eines Blockschaltbildes entworfen. Danach er-

folgt direkt mit Tab. 3.2 diëUbersetzung des Blockschaltbildes in eine Schaltung.
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Block Schaltelement

Addition/Subtraktion Knoten

+

Verstärker mit einem/mehreren Ausgängen Stromspiegel/Strombank

v

v

2

iein

iein iaus

i1 i2
UDD

US S

vv 11 2

Vergleicher Stromspiegel

x1

x2
x>>

i1

i2

i1
i2

UDD

US S

u>

u>

Einschalter FET
S

0

uS uS

Referenzwert Stromquelle

re f ire f

Tabelle 3.2: Blöcke und Schaltungen in Stromtechnik zur Realisierung eindimensio-

naler stückweise linearer Abbildungen.
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Beispiel 1: Abbildung y= 2xmod1für 0≤ x≤ 1

Die Abbildung läßt sich schreiben als:

y=



















2x für 2x< 1

2x−1 für 2x≥ 1
.

Die direkte Umsetzung dieser Gleichung in das Blockschaltbild ist in Bild 3.19 links

dargestellt. DiëUbersetzung liefert die Schaltung nach Bild 3.19 rechts. F¨ur 0≤ iein ≤

x

0

1

2 2xmod1+

−

>

iausiein

Ire f

UDD

US S

1

1 11

22

Bild 3.19: Realisierung der Bernoulliabbildung für 0≤ x≤ 1.

Ire f realisiert diese Schaltung die mitIre f skalierte Bernoulliabbildung. Zur Realisie-

rung dieser Abbildung werden 7 FETs und eine Stromquelle benötigt.

Beispiel 2: Abbildung y= 2xmod1für 0≤ x≤ 1.5

Diese Abbildung hat zwei Unstetigkeitsstellen. Die Realisierung hat deshalb zwei Ver-

gleicher und Schalter. Eine erste Variante läßt sich schreiben

y=



































2x für 2x< 1

2x−1 für 2x≥ 1|2x−1< 1

2x−2 für 2x−1≥ 1

und ist in Bild 3.20 oben dargestellt. Die zunächst im Blockschaltbild einfach ausse-

hende Variante mit zwei Summiergliedern resultiert in einer recht aufwendigen Schal-

tung (Bild 3.20 unten), da für jeden Summationsknoten ein Stromspiegelausgang nötig

ist. Die Realisierung der Schaltung benötigt 15 FETs und eine Stromquelle und funk-

tioniert für 0≤ iein≤ 1.5Ire f . Das Umschreiben der Umschaltbedingungen führt auf die
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x

00

1

2 2xmod1++

−−

>>

iausiein

Ire f

UDD

US S

11 11

1

2

22

Bild 3.20: Realisierung der Bernoulliabbildung für 0≤ x≤ 1.5.

mathematisch identische Formel:

y=



































2x für 2x< 1

2x−1 für 1≤ 2x< 2

2x−2 für 2x≥ 2

.

Da hier stets der Vergleich der Größe 2x mit Schwellwerten erfolgt, kann gegenüber

der ersten Variante ein Summierglied eingespart werden. Bild 3.21 zeigt das Block-

schaltbild. Da sowohl das Verteilen eines Signals als auch die Verstärkung mit Strom-

spiegeln/Strombänken erfolgen muß, erfordert der zusätzliche Verstärker im Block-

schaltbild keinen zusätzlichen Schaltungsaufwand. Die daraus resultierende Schaltung

in Bild 3.21 unten benötigt nur noch 11 FETs und eine Stromquelle.

Beispiel 3: Zeltabbildung

Die Zeltabbildung

y=



















2x für 0≤ x≤ 1
2

2x−4
(

x− 1
2

)

für 1
2 < x≤ 1

läßt sich durch das Blockschaltbild in Bild 3.22 links realisieren. Dabei kann aus-

genutzt werden, daß der Vergleich mit dem Wert 0 erfolgt und somit der gesteuerte
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x

0

0

1 2

2 2xmod1+
−−

>

>

iausiein

Ire f

UDD

US S

11 11

1

2

222

Bild 3.21: Realisierung der Bernoulliabbildung für 0≤ x≤ 1.5, Variante 2.

Schalter als Einweggleichrichter funktioniert. Da der Stromspiegel diese Gleichrich-

tung selbst vornimmt, können Vergleicher und Schalter in der Schaltung eingespart

werden. Die resultierende Schaltung ist in Bild 3.22 rechtsdargestellt und benötigt nur

5 FETs und eine Stromquelle. Für 0≤ iein ≤ 2Ire f realisiert diese Schaltung die mit

Ire f skalierte Zeltabbildung. In [Kru01] wurde ein Chaosgenerator mit dieser Schal-

tung für eine Taktfrequenz von 500kHz entworfen und zur chaotischen Taktung einer

Ladungspumpe verwendet. Die Ergebnisse sind in [GKSB01] veröffentlicht.

Weitere Schaltungen für nichtlineare Abbildungen

Ist die Taktfrequenz sehr niedrig, so kann auch alternativ zur gezeigten Methodik

die Sättigung eines Bipolartransistors ausgenutzt werden, wenn die zu realisieren-

de Abbildung keine Unstetigkeiten aufweist. Dies ist z.B. bei der Zeltabbildung der

Fall. Bild 3.23 zeigt die Schaltungsrealisierung in Bipolartechnik.T1 arbeitet im ak-

tiven Bereich als invertierender und im̈Ubersteuerungsbereich als nichtinvertierender
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4

y

PSfrag

x
0

1
2

2

+

+

−

−

>

4

iaus
iein

Ire f

UDD

US S

1

11 2

Bild 3.22: Realisierung der Zeltabbildung.

DR1

R2 R3

R4

R5

Ua

UCC

Ue T1 T2

Bild 3.23: Realisierung der Zeltabbildung mit Bipolartransistoren.

Verstärker mit|v| = 1. Für die Kollektorspannung vonT1 gilt:

UC1 =



































UCC für Ue< UBEF

UCC−Ue+UBEF für UBEF ≤ Ue<
1
2(UCC+UBEF+UBCF)

Ue−UBCF für Ue≥ 1
2(UCC+UBEF+UBCF)

.

Die DiodeD dient zusammen mitR3 zur Pegelverschiebung für die zweite Stufe. Die

zweite Stufe dient zur Verstärkung des Signals mit dem Verstärkungsfaktor zwei. Die

Ausgangsspannung beträgt:

Ua=



































−UCC+2(UBEF+3UF) für Ue< UBEF

−UCC+2(Ue+3UF) für UBEF ≤ Ue<
1
2(UCC+UBEF+UBCF)

UCC−2Ue+2(UBEF+UBCF+3UF) für Ue≥ 1
2(UCC+UBEF+UBCF)

.

Für Ue≥ UBEF realisiert diese Schaltung die Zeltabbildung.
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Dimensionierung der Schaltungen

Die vorgestellte Methode zur Realisierung nichtlinearer Abbildungen gibt durch die

Spiegelverhältnisse und die Wahl des Referenzstroms die grundsätzliche Dimensio-

nierung vor. Damit die Realisierung auch tatsächlich eineFolge chaotischer Werte

liefert, sind weitere Bedingungen zu beachten, die durch Parameterschwankungen und

durch die Unipolarität der Signale in den Signalverarbeitungsblöcken an den Grenzen

des Definitionsbereiches entstehen.

• Durch die Unipolarität der Signale entstehen Abschnitte mit konstantem Aus-

gangswert. Diese können zu stabilen Fixpunkten der Abbildung oder ihrer Ite-

rierten führen. Führt diese Begrenzung zu einem solchen Fixpunkt, so verharrt

das System nach endlicher Anzahl von Iterationen in dem Fixpunkt. Deshalb ist

der Entwurf auf Fixpunkte zu prüfen und gegebenenfalls zu modifizieren.

• Durch Parameterschwankungen können Werte innerhalb des Definitionsberei-

ches auf Werte außerhalb des Definitionsbereiches abgebildet werden. Tritt dies

auf, so kann der Ausgabewert auf einem durch Wertebegrenzung entstandenen

konstanten Abschnitt oder auf einem Abschnitt, in dem sich der Ausgabewert

weiter vom Definitionsbereich entfernt, liegen. Im ersten Fall würde das Sy-

stem periodisches Verhalten zeigen. Im zweiten Fall würdedas System aus dem

Definitionsbereich herauslaufen und außerhalb diesem zur Ruhe kommen. Bei-

de Fälle sind unerwünscht. Daher ist bei der Dimensionierung der Schaltung

darauf zu achten, daß der Wertebereich der Abbildung auch bei vorhandenen

Parameterschwankungen innerhalb des Definitionsbereiches bleibt.

Beispiel: Bernoulliabbildung

Die Transferkennlinie der Schaltungsrealisierung nach Bild 3.19 ist in Bild 3.24 dar-

gestellt. Fürie ≤ 0 ist durch die Unipolarität der Werteverarbeitung der Ausgangswert

Null. Dann entsteht an der Stelle 0 ein semistabiler Fixpunkt. Um zu vermeiden, daß

das System auf diesem Fixpunkt verharrt, ist der Ausgangswert ia(ie = 0) auf einen

Wert größer Null zu erhöhen, so daß der semistabile Fixpunkt verschwindet.

Für ie > Ire f entfernt sich der Ausgabewert stets vom Definitionsbereich, so daß

dieser nie mehr erreicht wird, wenn er einmal in dieser Richtung verlassen wurde.
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ia

ieIre f

Ire f

0 1
2 Ire f

Bild 3.24: Transferkennlinie der Schaltung nach Bild 3.19.

Bei Parameterschwankungen kann dieÜberschreitung des Definitionsbereiches an der

Stelle ie = 1
2 ire f − ǫ und an der Stelleie = ire f − ǫ auftreten. Um zu sichern, daß der

Definitionsbereich nicht verlassen wird, müssen die Anstiege stets niedriger als zwei

sein. Weiterhin kann bei Parameterschwankungen der Ausgabewert ia(ie = 1
2 ire f + ǫ)

ia

ieIre f

Ire f

0 1
2 Ire f

Bild 3.25: Modifizierte Transferkennlinie.

kleiner als Null sein. Deshalb ist der zugehörige Ausgabewert zu erhöhen. Die ent-

sprechend modifizierte Transferkennlinie ist in Bild 3.25 dargestellt. Sie enthält keine

semistabilen oder stabilen Fixpunkte mehr und der Definitionsbereich wird auf ein In-

tervall abgebildet, das innerhalb des Definitionsbereiches liegt. Der Bereich, in dem

die Abbildung stationär iteriert, ist gestrichelt dargestellt.

Chaotischer Taktgenerator

In diesem Abschnitt wird ein einfaches System vorgestellt,das einen chaotischen Takt



STEUERUNG UND SPEKTRALE BEWERTUNG 105

mit einstellbarer minimaler und maximaler Taktdauer bereitstellt. Zu diesem System

wurde ein Patent erteilt, [KMS04d]. Das Funktionsprinzip ist in Bild 3.26 dargestellt.

Taktp

Taktausgang

D

∫

c1

c2 QR

T
t

Takt

x

xmax

1

+
−

Bild 3.26: Einfacher chaotischer Taktgenerator.

Der Taktausgang wird nach jedem Umlauf eines Zyklusses aktiviert, wenn der konti-

nuierliche Zustand den Wertxmax erreicht. Die Dauer des Ausgangstaktes ist identisch

mit der Zyklusdauer des Taktgenerators.

Der Generator benötigt ein rücksetzbares Master-Slave-Flip-Flop. Die Eingänge

c1 und xmax erhalten konstante positive Werte. Anc2 liegt ein negativer konstanter

Wert. Führt der Ausgang Q des Flip-Flops Low-Signal, so legt der Schalter den ne-

gativen Wertc2 auf den Eingang des Integrators und das Signalx sinkt zeitlich linear

bis zum Eintreffen der nächsten steigenden Taktflanke von Taktp. Taktp ist ein periodi-

sches extern generiertes Rechtecksignal. Mit dem Eintreffen der steigenden Taktflanke

schaltet Q auf 1 und der Schalter legt den Eingangc1 an den Eingang des Integrators.

Das Signalx steigt zeitlich linear, bis es den Wertxmax erreicht. Dann wird das Flip-

Flop wieder zurückgesetzt. Am Taktausgang entsteht eine Folge von Nadelimpulsen,

die bei Bedarf mit Hilfe eines asynchronen Teilers in ein Rechtecksignal umgewandelt

werden kann. Die Abbildung aufeinanderfolgender Zyklusdauern ist:

τ(m+1)= T

(

1− c2

c1

)

− τ(m)
∣

∣

∣

∣

∣

c2

c1

∣

∣

∣

∣

∣

mod

(

T

(

1− c2

c1

))

.

Für
∣

∣

∣

∣

c2
c1

∣

∣

∣

∣

> 1 ist die Dauer aufeinanderfolgender Zyklen chaotisch. DieDauer variiert

zwischen 0 undT
(

1− c2
c1

)

.

Probleme in der Anwendung bereitet die Tatsache, daß die minimale Intervalldau-

er Null ist. Getaktete Systeme benötigen eine minimale Intervalldauer, da aufgrund
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von Nichtidealitäten der Bauelemente in der Realisierungdie Umschaltdauer von ei-

nem zum nächsten diskreten Zustand größer als Null ist. Die Nichtidealitäten führen

zu der Forderung nach Einhaltung einer minimalen Aktivierungsdauer. Andererseits

führen Forderungen nach geringer Welligkeit des kontinuierlichen Zustands oder For-

derungen an eine bestimmte Reaktionszeit bei digitalen getakteten Schaltungen zu der

Notwendigkeit der Einhaltung einer maximalen Aktivierungsdauer.

Eine wichtige Eigenschaft eines nichtperiodischen Taktgenerators ist daher die

Einstellbarkeit der minimalen und maximalen Aktivierungsdauer. Im folgenden wer-

den Möglichkeiten zur Realisierung der Einstellbarkeit beider Größen vorgestellt, die

in [KMS04d] patentiert wurden.

• Aussetzen vonn Takten

Die minimale Taktdauer kann durch das Aussetzen vonn Takten in diskreten Schrit-

ten eingestellt werden. Durch das Einfügen vonn zusätzlichen Flip-Flops bleibt der

Taktp

Taktausgang

DD

D

∫

c1

c2

QQ

Q

RR

R

T
t

TaktTakt

Takt

x

xmax

1

+
−

Bild 3.27: Aussetzen von zwei Takten.

D-Eingang des den Schalter steuernden Flip-Flops nach dem Rücksetzen fürn Takte

Null. Mit dem n+1ten Takt wird das Flip-Flop wieder gesetzt. Die Abbildung aufein-

anderfolgender Zyklusdauern ist:

τ(m+1)= T (n+1)

(

1− c2

c1

)

− τ(m)
∣

∣

∣

∣

∣

c2

c1

∣

∣

∣

∣

∣

mod

(

T

(

1− c2

c1

))

.
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Die generierte Zyklusdauer liegt beinT ≤ τm ≤ (n+1)T. Ist die minimale und maxi-

male Intervalldauer vorgegeben, so kann der Taktgeneratordurch Festlegen vonn und

T entsprechend konfiguriert werden.

• Begrenzung der minimalen Taktdauer durch Monoflop

Bild 3.28 stellt das Funktionsprinzip dar. Gleichzeitig mit dem Rücksetzen des Flip-

Taktp

Taktausgang

D

∫

MFc1

c2 QR

T
t

Takt

x

xmax

+
−

Bild 3.28: Aussetzen von Takten mit Monoflop.

Flops wird ein Monoflop ausgelöst. Dieses sorgt dafür, daßder D-Eingang des Flip-

Flops für die Dauerτmin Null bleibt und danach wieder eins wird. Dadurch kann keine

Taktflanke, die innerhalb dieser Zeitspanne eintrifft, das Flip-Flop setzen. Die Abbil-

dung aufeinanderfolgender Zyklusdauern lautet:

τ(m+1)=



































T
(

1− c2
c1

)

− τ(m)
∣

∣

∣

∣

c2
c1

∣

∣

∣

∣
mod

(

T
(

1− c2
c1

))

für

für τ(m)
∣

∣

∣

∣

c2
c1

∣

∣

∣

∣

mod
(

T
(

1− c2
c1

))

≥ τmin

(

1− c2
c1

)

(T + τmin)
(

1− c2
c1

)

− τ(m)
∣

∣

∣

∣

c2
c1

∣

∣

∣

∣

mod
(

T
(

1− c2
c1

))

sonst

. (3.54)

Für die Zyklusdauer gilt
(

1− c2
c1

)

τmin ≤ τm ≤
(

1− c2
c1

)

(T + τmin). Auch hier läßt sich

durch geeignete Dimensionierung vonτmin undT der Taktgenerator an gegebene For-

derungen bezüglich einer minimalen und maximalen Taktdauer anpassen.

• Begrenzung der minimalen Zyklusdauer durch zusätzliche Umschaltschwelle

Eine weitere Möglichkeit zur Einstellung der minimalen Zyklusdauer ist das Einführen

einer zusätzlichen Schaltschwelle nach Bild 3.29. Nach dem Rücksetzen des Flip-

Flops bleibt der D-Eingang solange Null, bisx eine vorgegebene Schwellexmin unter-

schreitet. Für aufeinanderfolgende Zyklusdauern gilt Gl. (3.54) mitτmin = − xmax−xmin
c2

.



108

Taktp

Taktausgang

D

∫

c1

c2 QR

T
t
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−

−

Bild 3.29: Sperren von Takten mit einer zusätzlichen Schaltschwelle.

Modulation mit Zufallssignalen

Als Zufallssignal kann das Rauschen eines pn-Übergangs oder das Temperaturrau-

schen eines Widerstandes angesehen werden. Wenige Realisierungen nutzen diese

Rauschsignale und geben diese verstärkt auf einen VTC. [bel64] nutzt das verstärk-

te Rauschsignal einer Zenerdiode, um damit einen gesteuerten Oszillator zu modu-

lieren. [JG00] nutzt das verstärkte Rauschen eines Widerstandes dazu. In den mei-

sten Fällen werden jedoch Pseudo-Zufallsgeneratoren verwendet. Diese basieren auf

Chaosgeneratoren[CRS02][SVP95][ThCHS00][Sta93]. Dazukann auch ein Chaosge-

nerator nach Bild 3.18 verwendet werden. Dabei wird die Tatsache genutzt, daß die

Korrelation zwischen zwei Werten mit steigender Anzahl vonIterationen zwischen

ihnen abnimmt. Nutzt man das Ausgangssignal des Generatorsnur alle n Iteratio-

nen, so kann das Signal bei großem Wertn als unkorreliertes Zufallssignal angesehen

werden. Häufig werden auch digitale Realisierungen von Chaosgeneratoren verwen-

det [Boc00][Rus93][Cah91]. Für die Realisierung der analogen getakteten Varianten

gelten die Aussagen aus dem vorherigen Abschnitt.

Diese Arbeit konzentriert sich auf die periodische und chaotische Modulation.

Die Generation von Zufallsfolgen bzw. Pseudo-Zufallsfolgen ist hier nur wegen der

Vollständigkeit erwähnt. Für die Behandlung von Zufallsgeneratoren bzw. Pseudo-

Zufallsgeneratoren wird auf die einschlägige Literatur verwiesen.
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3.4 Applikationen

Dieser Abschnitt behandelt die Anwendung verschiedener Varianten der Modulation.

Die Ergebnisse werden anhand der verschiedenen in Abschnitt 3.2 vorgestellten Kri-

terien verglichen. Zur Vereinfachung wird davon ausgegangen, daß keine Wechselwir-

kung zwischen Modulation und Regelung besteht, d.h. entweder wurde ein geeignetes

Steuerschema zur Entkopplung gefunden oder die Modulationist schnell im Vergleich

zum Verhalten des Reglers. Diese Näherung ist bei vielen inder Praxis eingesetz-

ten Systemen erfüllt. Ist das Ziel der Entwurf eines EMI-armen Taktgenerators zur

Ansteuerung getakteter Systeme, so reicht zur Bewertung des Modulationssignals in

Bezug auf dessen EMV-Performance die Bewertung des Leistungsspektrums oder Lei-

stungsdichtespektrums des Taktsignals. Soll ein System soparametriert werden, daß

ein bestimmtes Signal auf minimale Auskopplung von Störungen zu optimieren ist,

so ist das Leistungsspektrum oder das Leistungsdichtespektrum des entsprechenden

Signals zu bestimmen. Beide Größen werden in den nachfolgenden Applikationen be-

nutzt.

3.4.1 periodische Modulation

Modulation mit Dreiecksignal

Ein frequenzmoduliertes sinusförmiges Signal beschreibt [Mäu88] mit

x(t) = x̂Re
(

ej(ω0t+η(t)+φ0)
)

,

wobei

η(t) = η(0)+
∫ t

0
u(τ)dτ

der Modulationswinkel ist. Für den Fall der langsamen Modulation des sinusförmi-

gen Trägers zeigt [CRS03b], daß das Leistungsdichtespektrum des Taktsignals um die

mittlere Zyklusfrequenz die gleiche Form wie die stationäre Dichte des Eingangssig-

nals des entsprechenden FM-Modulators hat:

Sx(ω) =
1

2∆ω
fx

(

ω−ω0

∆ω

)

. (3.55)

Dieser Ausdruck läßt sich mit einfachen Mitteln auf das Leistungsdichtespektrum um

die Vielfachen der mittleren Zyklusfrequenz erweitern: Ersetzt man den ursprünglich
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sinusförmigen Träger durch ein anderes periodisches Signal, so kann dieses durch die

Fourierreihe

x(t) =
∞
∑

i=−∞
cie

j(iω0t+φi )

nachgebildet werden. Dann kann man das frequenzmodulierteSignal wie folgt schrei-

ben:

x(t) =
∞
∑

i=−∞
cie

j(i(ω0t+η(t))+φi ) =

∞
∑

i=−∞
cie

jiη(t)ej(iω0t+φi ) . (3.56)

Damit erhält man die Näherung:

Sx(ω) =
∞
∑

i=1

1
2i∆ω

fx
(

ω− iω0

i∆ω

)

.

In einem Frequenzbereich, wo sich die Teilspektren gegenseitig nicht überlappen, gilt

in der Umgebung voniω0:

Sx(ω) =
1

2i∆ω
fx

(

ω− iω0

i∆ω

)

. (3.57)

Aus Gl. (3.57) ist ersichtlich, daß die Breite des Intervalls, in dem das Leistungsdichte-

spektrum verschieden von Null ist, linear mit dem Vielfachen i der mittleren Zyklusfre-

quenz steigt. Bei periodischer Modulation kann für den Fall der langsamen Modulation

ein ähnlicher Ausdruck für die Einhüllende des Leistungsspektrums gefunden werden.

Die folgenden Untersuchungen konzentrieren sich auf das Leistungsspektrum um die

mittlere Zyklusfrequenz.

Primäres Ziel der Modulation ist die Minimierung der maximalen spektralen Lei-

stung. Ist die Gesamtleistung konstant, so wird die maximale spektrale Leistung mi-

nimal, wenn die Einhüllende des Leistungsspektrums bei vorgegebener Modulations-

bandbreite um die Vielfachen der mittleren Zyklusfrequenzrechteckförmig verläuft.

Aus Gl. (3.55) geht hervor, daß für langsame Modulation FM-Modulationssequenzen

mit gleichverteiltem Signalwert diese Form des Leistungs(dichte)spektrums erzeugen.

Das Dreiecksignal ist ein solches Modulationssignal und scheint daher zur Mini-

nierung der maximalen spektralen Leistung besonders geeignet. Bild 3.30 zeigt das

gefilterte Leistungsdichtespektrum des Taktsignals um diemittlere Taktfrequenz bei

Verwendung eines Dreiecksignals zur Frequenzmodulation für f
fmod
= 1000, 100 und

10. Die Filterbandbreite beträgt 300Hz. Dabei ist die Vollinie stets das berechnete

Leistungsdichtespektrum und die gestrichelte Linie das Leistungsdichtespektrum nach
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Bild 3.30: Gefiltertes Leistungsdichtespektrum des Taktsignals bei Modulation mit

Dreiecksignal, f
fmod
= 1000,100,10.

Gl. (3.55). Deutlich ist zu erkennen, daß die Näherung Gl. (3.55) für den ersten Fall zu-

trifft und mit steigender Modulationsfrequenz deutliche Abweichungen vom tatsächli-

chen Verlauf des Leistungsdichtespektrums verursacht. Mit zunehmender Modula-

tionsfrequenz nimmt nicht nur die Abweichung, sondern auchdie maximale spektrale

Leistungsdichte des Signals zu. Für den Fall der Gleichverteilung des Modulationssi-

gnals gibt die Näherung Gl. (3.57) das günstigste erreichbare Leistungsdichtespektrum

an.

Die Frequenzmodulation mit Dreiecksignal erzielt für sehr niedrige Modulations-

frequenz sehr gute Ergebnisse in der Verringerung der spektralen Leistung. Bei nied-

riger Modulationsfrequenz ist zu berücksichtigen, daß die PLL eines Systems auf das

modulierte Signal einrasten kann. Bei der Taktgenerierungfür Computer ist dies ge-

fordert, da z.B. der Prozessortakt mit einer PLL aus dem externen Takt gewonnen

wird. Dort findet die Modulation mit dem Dreiecksignal ihr Haupteinsatzgebiet [Cyp]

[HFB94] [HFB97] [HB96].
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Kann die langsame Modulation nicht verwendet werden, oder werden wegen EMV-

Anforderungen bezüglich der Grenzkurve spezielle Anforderungen gestellt, so ist ein

anderes Modulationssignal zu verwenden. Die folgenden Abschnitte behandeln die

Bestimmung angepaßter periodischer Modulationssignale und zeigen die Verwendung

der in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Gütefunktionale unddie so erreichten Ergebnis-

se an Beispielen. Dazu wird der Generator aus Bild 3.17 verwendet. Dieser gestattet

die Erzeugung einer beliebigen Modulationssequenz durch das vorherige Ablegen der

Wertefolge im Speicher. Viele Systeme besitzen eine digitale Signalverarbeitung, so

daß die Implementation dieses Generators einen nur unwesentlichen Aufwand dar-

stellt.

Potenzfunktion

Die Modulationssignalfolge wird mit mit einer Potenzfunktion so generiert, daß eine

periodische Folge der LängeN mit parametrierbarer stationärer Dichte entsteht. Dazu

wird die Funktion

w(n) =



































wmin+a
(

n
N

)α
0 < n ≤ 1

4N

wmax−a
∣

∣

∣

1
2 −

n
N

∣

∣

∣

α 1
4N < n ≤ 3

4N

wmin+a
(

1− n
N

)α 3
4N < n ≤ N

(3.58)

benutzt. Das Signal soll an den̈Ubergängen stetig sein. Daraus ergibt sich die Bedin-

gung:

a=
wmax−wmin

2
4α . (3.59)

α ist der Optimierungsparameter. Mit Hilfe dieses symmetrischen Signals ist eine Op-

timierung des Verlaufes des Leistungsspektrums bei vorgegebenem Modulationsindex

möglich. Die Optimierung erfolgt vorzugsweise mit dem Ziel einer rechteckförmigen

Einhüllenden des Leistungsspektrums. Bild 3.31 zeigt denVerlauf des Modulations-

signals für verschiedene Werte vonα. Der optimale Parameterα läßt sich durch Mi-

nimalwertsuche der in Abschnitt 3.2.2 vorgestellten Gütefunktionale ermitteln. Dies

wird im nachfolgenden Beispiel gezeigt. Eine Möglichkeitder Suche nach einem op-

timalen Parametersatz besteht in der Rasterung des Parameterraums.

Soll ein Parametersatz bestehend ausI Parametern mit jeweilsL Punkten gerastert

werden, so sind dazuLI Berechnungen notwendig. Bei einer größeren Parameteranzahl
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Bild 3.31: Verlauf des Modulationssignals nach Gl. (3.58).

steigt dann die notwendige Rechenzeit schnell auf nicht akzeptable Werte an. Dies ist

in den späteren Beispielen der Fall.

Deshalb wurde für die Optimierung ein Algorithmus verwendet, der dem Newton-

Verfahren sehr ähnelt. Zunächst wird für einen vorgegebenen Parametersatz das Güte-

funktional Ji berechnet. Anschließend werden alle Parameter bis auf einen konstant

gehalten. Ein Parameter wird über den gesamten Parameterbereich variiert, bis das

globale Minimum bezüglich dieses Parameters gefunden wurde. Dies geschieht se-

quenziell für jeden einzelnen Parameter, um die Rechenzeit bei großer Anzahl von

Parametern gering zu halten. Nach einer vorgegebenen Anzahl von Umläufen über die

einzelnen Parameter erfolgt die Suche nach dem nächstliegenden lokalen Minimum

mit verringerter Schrittweite. Wurde ein Minimum gefunden, so wird zur Suche der

genauen Lage des Minimums die Schrittweite bis zu einem vorgegebenen Minimal-

wert verringert. Der Algorithmus wird dann beendet, wenn durch Parametervariation

mit der minimalen Schrittweite keine weitere Verringerungdes Gütefunktionals mehr

erzielt wird. Zur Bestimmung der Parameter sind auch anderegängige Optimierungs-
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verfahren verwendbar.

Der Einfachheit wegen wird der Algorithmus hier ebenfalls zur Bestimmung von

Modulationssignalen mit geringer Parameteranzahl benutzt.

Beispiel

Mit dem Signal nach Gl. (3.58) wird ein hysteresegesteuerter Aufwärtswandler mo-

duliert. Das Modulationsprinzip ist in Bild 3.32 dargestellt. Der Schalter wird bei Er-

imodiL(t)

iLmin

imin

imax

t

0

Bild 3.32: Modulation des Spulenstroms.

reichen voniL = iLmin ein- und bei Erreichen der SchwelleiL = iLmax wieder ausge-

schaltet. Der äußere Regler variiertiLmin. iLmax wird zwischen einer oberen Grenze

iLmin+ imax und einer unteren GrenzeiLmin+ imin moduliert. Es wird davon ausgegan-

gen, daß das System im eingeschwungenen Zustand ist und der Regler ein in Näherung

konstantes AusgangssignaliLmin generiert.α ist auf minimale spektrale Leistung in der

Umgebung der mittleren Taktfrequenz zu optimieren. Das Kriterium J2a wird benutzt.

Die Parameter sindc1 = 340kA/s, c2 = 680kA/s, imin = 1A, imax= 1.2A, N = 24. Die

niedrigste maximale spektrale Leistung wird fürα = 3.14 erreicht.

Soll eine weitere Verringerung der maximalen spektralen Leistung erreicht wer-

den, so kann die Anzahl der Parameter bei dieser Variante derGenerierung der Modu-
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Bild 3.33: Leistungsspektrum des Spulenstroms.

lationssequenz erhöht werden. Eine einfache Möglichkeit dazu ist:

w(n) =



































wmin+a
(

n
N

)α
0 < n ≤ 1

4N

wmax−b
∣

∣

∣

1
2 −

n
N

∣

∣

∣

α−β 1
4N < n ≤ 3

4N

wmin+a
(

1− n
N

)α 3
4N < n ≤ N

. (3.60)

Fürβ > 0 sinkt die Dichte der Modulationswerte, die höheren Frequenzen entsprechen,

ab. Beiβ < 0 trifft dies auf die niedrigeren Frequenzen zu. Dies ermöglicht eine ge-

ringe Erhöhung der Anpaßbarkeit an vorgegebene Grenzkurven des Spektrums. Die

Stetigkeitsbedingung an den̈Ubergängen lautet hier:

a=
tmax− tmin

2
4α, b=

tmax− tmin

2
4α−β . (3.61)

Soll die Anzahl der Optimierungsparameter zur besseren Anpassung an vorgegebene

Grenzkurven oder zum Erreichen geringerer maximaler spektraler Leistungen weiter

erhöht werden, so kann dies durch Variation der Intervallgrenzen nach Gl. (3.62) er-
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folgen:

w(n) =



































wmin+a
(

n
N

)α
0 < n ≤ 1

2kN

wmax−b
∣

∣

∣

1
2 −

n
N

∣

∣

∣

α−β 1
2kN < n ≤ N− 1

2kN

wmin+a
(

1− n
N

)α
N− 1

2kN < n ≤ N

. (3.62)

Die Breite des mittleren Abschnittes wird mit dem Faktork∈ [0,1] und der Wert an den

Übergängen mitd ∈ [0,1] parametriert. Die Stetigkeitsbedingung an denÜbergängen

führt auf die Parameter:

a=
d ∆t

NT
(

k
2

)α b=
(1−d) ∆t

NT
(

1−k
2

)α−β . (3.63)

Die Optimierungsparameter sindα,β,d undk. Soll die Ableitung an den̈Ubergängen

ebenfalls stetig sein, wird die Parameterzahl um eins reduziert und man erhält:

a=
∆t
NT

(

k
2

)α (

1− α
β−α

1−k
k

) b=
α ∆t

NT
(

α
k −β

)

k
2

(

1−k
2

)α−β−1
. (3.64)

Dann sind die Parameterα,β und k zu bestimmen. Bild 3.34 zeigt die auf die ma-

ximale spektrale Leistung des nicht modulierten Spulenstroms normierte maximale

spektrale Leistung im Bereich der mittleren Taktfrequenz ¨uber der LängeN der Modu-

lationssequenz. Deutlich ist erkennbar, daß die normiertemaximale spektrale Leistung

mit Erhöhung der Anzahl der Parameter sinkt. Mit zunehmender Länge der Modu-

lationssequenz nimmt die maximale spektrale Leistung ab. Für N → ∞ konvergiert

diese gegen Null. Dann geht das aus gewichteten Dirac-Impulsen bestehende Lei-

stungsdichtespektrum in ein kontinuierliches Leistungsdichtespektrum über. Da in der

Messung stets mit einer endlichen Filterbandbreite gearbeitet wird, welche durch die

EMV-Normen vorgegeben ist, konvergiert die maximale normierte gemessene spek-

trale Leistung gegen den Grenzwert

Snorm=
1

2∆ f

∫ ∞

−∞
|gf ( f )|2d f ,

wobeigf ( f ) die Übertragungsfunktion des Bewertungsfilters ist. Kann diese durch

|gf ( f )| =



















1 für 0≤ | f | ≤ bf

0 sonst

approximiert werden, so beträgt der GrenzwertSnorm=
bf

∆ f .
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Bild 3.34: Auf die maximale spektrale Leistung des nicht modulierten Spulenstroms

normierte maximale spektrale Leistung im Bereich der mittleren Zyklusfrequenz für

verschiedene Modulationssignale.

Modulation mit binärem Signal

Besonders einfach fällt der Generator aus Bild 3.17 aus, wenn ein binäres Signal

zur Modulation verwendet wird. Dann kann der D/A-Wandler als Umschalter reali-

siert werden. Im Speicher werden dannN 1-Bit-Werte abgelegt. Der Generator gibt

abhängig vonn einen von zwei festen Modulationswerten aus. Die zu bestimmen-

den Parameter der Sequenz sind die Zeitpunkte, zu denen das Modulationssignal um-

geschaltet wird. Dies führt zur notwendigen Berechnung von 2N Leistungsspektren,

wenn alle möglichen Kombinationen berücksichtigt werden sollen. Da auch hier der

Rechenaufwand bereits für die im vorherigen Beispiel verwendete Länge der Sequenz

nicht mehr akzeptabel ist, wird ein anderer Weg zur Bestimmung der Parameter gewählt:

In den Speicher wird ein periodisches Rechtecksignal geschrieben, dessen Perio-

dendauer und Tastverhältnis mit dem oben beschriebenen Algorithmus auf Minimie-

rung des GütefunktionalsJ2a gestellt werden. Das so erhaltene Signal wird zur Modu-
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lation verwendet. Soll das Spektrum durch Erhöhung der Anzahl der Parameter verbes-

sert werden, so ist eine anschließende Variation des Zeitpunktes des Auftretens jeder

einzelnen Flanke vorgesehen. Dazu wird mit dem oben beschriebenen Suchalgorith-

mus der Zeitpunkt jeder einzelnen Flanke variiert, bis das lokale Minimum gefunden

ist.

Beispiel

Nach diesem Verfahren wird der Wandler aus dem letzten Beispiel mit identischen

Parametern moduliert. Die Bestimmung des periodischen Rechtecksignals liefert ei-

ne optimale Periodendauer des Rechtecksignals von 14 Werten und ein Tastverhältnis

von 0.47. Durch die anschließende Variation der einzelnen Taktflanken wird eine wei-

tere Verringerung der maximalen spektralen Leistung erreicht. Bild 3.35 zeigt die auf
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Bild 3.35: Auf die maximale spektrale Leistung des nicht modulierten Spulenstroms

normierte maximale spektrale Leistung im Bereich der mittleren Zyklusfrequenz für

Modulation mit durch Optimierung bestimmtem binären Modulationssignal.

die maximale spektrale Leistung des nicht modulierten Signals normierte maximale

Leistung des Spulenstroms im Bereich der mittleren Taktfrequenz bei Modulation mit
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periodischem Binärsignal und dem Binärsignal mit den nachträglich durch Optimie-

rung bestimmten Flanken im Vergleich zur Modulation mit polynomialem Signal mit

4 bestimmten Parametern. Bei der Modulation mit periodischem binären Signal ist

deutlich zu erkennen, daß ab dem Erreichen der optimalen PeriodendauerN = 14 eine

weitere Erhöhung vonN keinerlei zusätzliche Verringerung der maximalen spektra-

len Leistung mehr bringt. Bei Modulation mit binärem Signal mit separat bestimmten

Flanken sinkt die maximale spektrale Leistung mit zunehmender LängeN. Die Unter-

drückung der spektralen Anteile ist vergleichbar mit der bei Anwendung des Polynoms

mit 4 Parametern bzw. liegt leicht darüber, da hier jede Flanke einen Optimierungs-

parameter darstellt und somit mit zunehmender Länge der Sequenz die Anzahl der

Optimierungsparameter steigt. Zu beachten ist jedoch, daßfür höhere Vielfachei der

mittleren Zyklusfrequenz der Wertfmod
i f0

sinkt und die Modulation für höhere Vielfache

in eine langsame Modulation übergeht, für die die Näherung Gl. (3.55) gilt. Damit

fällt die Verringerung bei Modulation mit binärem Signalfür hohe Vielfache geringer

aus als bei Anwendung der Modulation mit polynomialem Signal. Bild 3.36 zeigt die

immer noch geringe Flexibilität in der Anpassung an verschiedene vorgegebene EMV-

Grenzkurven. Diese kann durch die folgende Methode zur Bestimmung der optimalen

Modulationssequenz verbessert werden.

n-dimensionale Bestimmung der Folge von Modulationswerten

In dieser Variante wird jeder einzelne Wert der Sequenz separat bestimmt, was in ei-

nemN-dimensionalen Optimierungsproblem mit dem bereits beschriebenen Rechen-

aufwand resultiert. Zur Verringerung des Rechenaufwandeswird jeder einzelne Wert

mit dem bereits beschriebenen Algorithmus bestimmt. Als initiale Folge kann z.B.

ein einziger konstanter Wert oder eine der bereits beschriebenen bestimmten Mo-

dulationssequenzen benutzt werden. Da dieser Algorithmusnicht zwangsläufig das

globale Minimum findet, ist die Optimierung mit mehreren Initialisierungen zu emp-

fehlen. Bild 3.37 zeigt die mit verschiedenen Initialisierungssequenzen erreichte auf

die maximale Leistung des nicht modulierten Signals normierte maximale spektra-

le Leistung im Bereich der mittleren Zyklusfrequenz. Im Vergleich zu Bild 3.35 und

Bild 3.34 ist deutlich zu erkennen, daß bereits bei einer Länge N = 20 eine Verrin-
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Bild 3.36: Leistungsspektrum des Spulenstroms bei Modulation Binärsignal für ver-

schiedene EMV-Grenzkurven.

gerung der maximalen spektralen Leistung um 10dB erreicht wird, die die vorher

beschriebenen Methoden erst beiN ≈ 40 erreichen. Weiterhin ist erkennbar, daß die

erreichte Verringerung stark von der Initialisierung abh¨angt, da die Routine nur lo-

kale Minima findet. Keine der vorher gezeigten Methoden garantiert bestmögliche

Ergebnisse nach der beschriebenen Optimierung. Der Unterschied der erreichten Un-

terdrückung bei Verwendung der verschiedenen Initialisierungen beträgt etwa 6dB.

Bild 3.38 zeigt das fürN = 24 erhaltene Leistungsspektrum bei Vorgabe verschiedener

EMV-Grenzkurven fürJ5. Die gegenüber den vorher beschriebenen Varianten verbes-

serte Anpassungsfähigkeit des Leistungsspektrums an vorgegebene Grenzkurven ist

deutlich erkennbar. Nichtsdestotrotz eignen sich die vorher beschriebenen Methoden

zur Erzeugung von Modulationsfolgen, die als initiale Folgen für den Optimierungsal-

gorithmus genutzt werden können.

Die hier beschriebenen Methoden wurden an einem DC-DC-Wandler getestet. Die

Meßergebnisse stimmten gut mit der Theorie überein. Die Anwendung ist in [KS06c]
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normierte maximale spektrale Leistung im Bereich der mittleren Zyklusfrequenz für

Modulation mitN-dimensional bestimmtem Modulationssignal bei verschiedenen in-

itialen Sequenzen.

veröffentlicht.

Neben der so bestimmten Modulationssequenz eignen sich dasGütefunktionalJ5

und die beschriebenen Algorithmen ebenfalls für eine iterative Bestimmung der Se-

quenz direkt im aufgebauten System mit Hilfe rechnergestützter Messungen. Da die

Messung des Leistungsspektrums für diese Signale deutlich länger dauert als die Be-

rechnung, ist es empfehlenswert, zunächst mit der beschriebenen Methode eine theo-

retische optimale Modulationssequenz zu ermitteln und anschließend am System nur

noch die genaue Lage des lokalen Minimums zu suchen. Dadurchlassen sich auch bei

Abweichungen des tatsächlichen Signals vom Modell gute Ergebnisse erreichen.



122

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x 10
5

0

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

f /Hz

S
i L

(f
)/

A
2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

x 10
5

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

f /Hz

S
i L

(f
)/

A
2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

x 10
5

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

0.045

f /Hz

S
i L

(f
)/

A
2

0 5 10 15 20 25
0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

i L
m

a
x/

A

N

Bild 3.38: Leistungsspektren bei unterschiedlichen vorgegebenen EMV-Grenzkurven

und ein Beispiel einer mitN-dimensionaler Dimensionierung erhaltener Modulations-

sequenz.

3.4.2 Modulation mit Zufallssignalen

Sind aufeinanderfolgende Zeitspannen voneinander unabh¨angig, können analytische

Ausdrücke für die in Abschnitt 3.2.2 angegebenen Bewertungskriterien gefunden wer-

den. In der charakteristischen Funktionk-ter Ordnung

Θk(ω) = E
(

ejω
∑k

i=1 τ̄(i)
)

sind die Zeitspannen ¯τ(i) unabhängig voni. Dann vereinfacht sich die charakteristische

Funktionk-ter Ordnung zu:

Θk(ω) =
(

E
(

ejωτ̄
))k
= (Θτ̄(ω))k .

Das Leistungsdichtespektrum des Impulsprozesses des Taktsignals ist dann:

Sξ(ω) = lim
N→∞

σ2
A

Nm1τ̄
+

2
Nm1τ̄

∞
∑

k=1

cA(k)Re(Θk
τ̄(ω)) .
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Weiterhin lassen sich dann die Kumulanten und daraus die Momente der Ereigniszei-

ten berechnen. Für den Logarithmus der charakteristischen Funktion gilt:

Ψt̄(k)(ω) = k lnΘτ̄(ω) = kΨτ̄(ω) .

Aus den Kumulanten

κnt̄(k) =
1
jn

dnΨt̄(k)(ω)

dωn = k
1
jn

dnΨτ̄(ω)
dωn = kκnτ̄

ergeben sich die Momente zu:

κ1t̄(k) = kκ1τ̄ → m1t̄(k) = km1τ̄

κ2t̄(k) = kκ2τ̄ → σ2
t̄(k) = kσ2

τ̄

κ3t̄(k) = kκ3τ̄ → ξt̄(k) =
1
√

k
ξτ̄

κ4t̄(k) = kκ4τ̄ → ǫt̄(k) =
ǫτ̄

k
. (3.65)

Sind die aufeinanderfolgenden Intervalle statistisch unabhängig, so hängen alle stati-

stischen Eigenschaften nur von der stationären Dichte ab.

Ist die Aktivierungsdauer innerhalb einer vorgegebenen Spanne gleichverteilt

fτ̄(τ) =



















1
τmax−τmin

für τmin ≤ τ ≤ τmax

0 sonst
,

so ist die charakteristische Funktion:

Θτ̄(ω) =
1

ω(τmax− τmin)

(

ejωτmax−ejωτmin
)

.

Für das Leistungsdichtespektrum erhält man den Ausdruck

Sξ(ω) = lim
N→∞

σ2
A

Nm1τ̄
+

2
Nm1τ̄

N
∑

k=1

cA(k)

[

1
ω(τmax− τmin)

(cosωτmax−cosωτmin)

]k

mit:

m1τ̄ =
τmax+ τmin

2
.

In den folgenden Beispielen dient ein DC-DC-Wandler als Applikationsbeispiel.

Für den Current Programmed Mode lautet die Abbildung aufeinanderfolgender Zeit-

intervalle im klassischen periodisch getakteten Fall:

τ(k+1)=



















− c2
c1
τ(k) für k gerade

T − τ(k)modT für k ungerade
. (3.66)
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Die nachfolgenden Kenngrößen werden, auch, wenn oben analytische Ausdrücke an-

gegeben wurden, durch Analyse einer Zeitreihe berechnet. Dies erlaubt die Beurtei-

lung, wie nah die Ergebnisse an dem oben untersuchten Spezialfall liegen. Bild 3.39
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Bild 3.39: Leistungsdichtespektren des Spulenstroms (oben links) und des zugehörigen

Impulsprozesses (oben rechts), sowie Varianz (unten links) und Excess (unten rechts)

der Ereigniszeiten überk.

zeigt die mit 300Hz Filterbandbreite gefilterten Leistungsdichtespektren des Spulen-

stromesSiL ( f ) und des entsprechenden ImpulsprozessesSξiL ( f ) um die mittlere Takt-

frequenz1
T . Der Unterschied beider Spektren besteht in der Multiplikation mit dem Be-

tragsquadrat der Filterfunktion. Aus Gründen der Anschaulichkeit wird im folgenden

nur noch das Leistungsdichtespektrum des Impulsprozessesgezeigt. In den folgenden

Untersuchungen wird stets das mit 300Hz Bandbreite gefilterte Leistungsdichtespek-

trum verwendet, ohne die Filterung jedesmal zu erwähnen.

Die maximale spektrale Leistungsdichte entsteht an der Taktfrequenz, da der Setz-

takt des Wandlers periodisch ist. Zu Vergleichszwecken mitchaotisch modulierten

Taktsignalen im nächsten Abschnitt sind in Bild 3.39 der Verlauf der Varianzσ2
tk und



STEUERUNG UND SPEKTRALE BEWERTUNG 125

des Excessesǫtk der Ereigniszeiten des Wandlers dargestellt. Die Varianz steigt im Mit-

tel linear mit dem Anstieg 1.25· 10−10s2/Schritt. Der Excess hat beik = 0 den Wert

−1.2 und steigt bereits bei sehr kleinenk auf Werte über Null an. Dies bedeutet, daß

die Dichten eine schmale Form besitzen und sich nur schwach gegenseitig überlappen.

Wie bereits in Abschnitt 3.2.2 erklärt, bedeutet dies einehohe maximale Leistungs-

dichte.

Als nächstes wird ein Zufallssignal für den Setztakt verwendet. Die Folge von un-

korrelierten Modulationswerten wird durch Mehrfachiteration der Bernoulliabbildung

zwischen aufeinanderfolgenden Werten erzeugt. Die Anzahlder Iterationen zwischen

zwei aufeinanderfolgenden Werten beträgt 100. Dann kann davon ausgegangen wer-

den, daß die Korrelation von aufeinanderfolgenden Taktdauern vernachlässigbar ist.

Zum Vergleich mit den Ergebnissen der anderen Abschnitte wird ∆τ
m1τ
= 0.2 wie im

Beispiel 3.4.1 gewählt. Die mittlere Taktfrequenz soll 100kHz betragen. Die Filter-

bandbreite beträgt 300Hz.

Bild 3.40 zeigt das Leistungsdichtespektrum des ungefilterten Impulsprozesses des

Setztaktsignals und des Spulenstroms sowie die Varianz undden Excess der Dichten

der entsprechenden Intervalldauern. Die maximale Leistungsdichte ist1
25 der bei nicht

moduliertem Takt. Der Vergleich von Gl. (3.65) mit dem Verlauf des Excesses zeigt,

daß die Eigenschaften eines echten Zufallssignals nicht vollständig erreicht wurden.

Aufgrund der notwendigen Mehrfachiteration der iterierten Abbildung ist der Rea-

lisierungsaufwand eines Zufallsgenerators höher als dereines Chaosgenerators. Wie

der folgende Abschnitt zeigen wird, ist durch die Verwendung chaotischer Signale

eine weitere Reduzierung der maximalen Leistungsdichte m¨oglich. Außerdem exi-

stiert bereits umfangreiche Literatur zum Thema Modulation mit zufälligen Signalen

[SVP95][SLA02][Sta93][CRS03a]. Dieser Ansatz wurde hierdaher nicht weiter ver-

folgt.

3.4.3 Chaotische Modulation

Bei chaotischer Modulation sind aufeinanderfolgende Werte korreliert. Deshalb sind

die im Abschnitt 3.4.2 erhaltenen analytischen Ausdrückeder statistischen Kenngrößen

nicht verwendbar und der Berechnungsaufwand für diese Kenngrößen ist deutlich
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Bild 3.40: Leistungsdichtespektrum des Taktsignals (oben) und des Spulenstroms (un-

ten) bei Verwendung der Bernoulliabbildung mit 100 Iterationen der Abbildung zwi-

schen zwei aufeinanderfolgenden Modulationswerten.
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höher. Die Berechnung kann entweder durch Zeitreihenanalyse oder über die Bestim-

mung der Dichtenft̄k(t) aus der Abbildung z.B. mit Hilfe der symbolischen Dyna-

mik [Kru01] oder der in Abschnitt 3.2.2 vorgeschlagenen kombinierten Verfahren er-

folgen. Bei der Bestimmung der Dichten mit Hilfe der symbolischen Dynamik nimmt

der Rechenaufwand aufgrund der exponentiell mit der Ordnung steigenden Anzahl von

Symbolfolgen exponentiell zu. Zur exakten Berechnung sinddie Dichten bis zur Ord-

nung unendlich zu bestimmen. Aufgrund des Rechenaufwandesist die Bestimmung

der Dichte mit dieser Methode bis etwa zur Ordnungk = 20 möglich. Da in den fol-

genden Betrachtungen auch Abbildungen berücksichtigt werden sollen, bei denen sich

die Dichtenftk(t) für k> 20 noch signifikant verändern, werden die folgenden Untersu-

chungen anhand der Zeitreihenanalyse durchgeführt. Auchdie angegebenen Dichten

sind dann aus der Zeitreihe berechnet. Zur Bewertung wird wieder das mit 300Hz

Bandbreite gefilterte Leistungsdichtespektrum verwendet. Neben dem Vergleich der

Ergebnisse bei Anwendung verschiedener chaotischer Abbildungen zur Generierung

des Modulationssignals wird ebenfalls die Anwendung der inAbschnitt 3.2.2 vorge-

stellten Kenngrößen Varianz und Excess der Dichtenftk(t) zur groben und schnellen

Bewertung der erreichten Verringerung der maximalen Leistungsdichte gezeigt. Er-

folgreich wurde die chaotische Modulation bereits in einerLadungspumpe verwendet

[Kru01][GKSB01][KS02b]. In der realisierten Schaltung wurde die Zeltabbildung ver-

wendet.

In den folgenden Untersuchungen wird der Setztakt des Wandlers im CPM chao-

tisch mit der AbbildungHw aufeinanderfolgender Zeitintervalle generiert. Bei chaoti-

schem Takt läßt sich die Generierung der Intervalldauern durch die zweidimensionale

Abbildung
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
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














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










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




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



















minl

(

∑l
i=0 Hi

τh
(τh(k))− τ(k)

)

:
∑l

i=0 Hi
τh

(τh(k)) > τ(k)

Hl
τh

(τh(k))





















für
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(3.67)
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modellieren. Dabei istτh(k) das Zeitintervall des chaotischen Setztaktes. In Gl. (3.67)

werden nur die Setztakte verwendet, in denen ein Ereignis eintritt. Für geradek wer-

denl−1 mit Hτh generierte aufeinanderfolgende Setztakte vom Wandler übersprungen.

Für ungeradek werden keine Setztakte übersprungen.Übersprungene Setztakte stel-

len nach Abschnitt 2.1 keine Ereignisse dar, da diese keineÄnderung des diskreten

Zustands verursachen.

FürHτh werden nun verschiedene Abbildungen verwendet. Zum Vergleich mit den

Ergebnissen der vorangegangenen Abschnitte wird∆τ
m1τ
= 0.2 und die mittlere Taktfre-

quenz von 100kHz gewählt. Die Taktintervalle werden dann mit

τh(k) = 9µs+0.2µs·w(k)

w(k+1)= Hw(w(k)),Hw : {0,1} → {0,1}

generiert. Angegeben wird wegen derÜbersichtlichkeit die AbbildungHw. Die Abbil-

dungHτh läßt sich daraus mit

Hτh(τ(k)) = 0.9µs+0.2µs·Hw

(

τh(k)−0.9µs
0.2µs

)

gewinnen. Die Darstellung der Ergebnisse erfolgt zugunsten der Kompaktheit in Ta-

bellenform.

Zunächst erfolgt die Bewertung des Ausgangssignals des Taktgenerators, mit dem

das Setzen des Schalters im Wandler erfolgt.

Bild 3.41 bis 3.43 zeigen die Verläufe von LeistungsdichtespektrumSξTakt( f ) des

das Taktsignal des Setztaktes modellierenden nicht gefilterten Impulsprozesses, sowie

Varianzσ2
tk und Excessǫtk der Dichten der Ereigniszeitpunkte. Die geringste maxima-

le Leistungsdichte wird mit der AbbildungHw = 2wmod1 erzielt. Der Vergleich von

Varianz und Excess mit den entsprechenden Größen der anderen Abbildungen zeigt,

daß der Maximalwert des Excesses der AbbildungHw = 2wmod1 der geringste der

angegebenen Varianten ist. Die Zeltabbildung und die AbbildungHw = 3wmod1 ge-

nerieren einen grob vergleichbaren Verlauf für den Excess, jedoch ist bei beiden die

Varianz deutlich geringer als bei Verwendung der AbbildungHw = 2wmod1. Die an-

deren Abbildungen generieren zwar eine größere Varianz, jedoch nimmt der Excess

hier auch deutlich größere Werte an. Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 3.2.2 ist
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Abbildung:Hw = 3wmod1
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Bild 3.41: Vergleich des Taktsignals generiert mit verschiedenen chaotischen Abbil-

dungen.

die maximale Leistungsdichte dann gering, wenn sich aufeinanderfolgende Dichten

fτ(k) gegenseitig auslöschen. Dies trifft für die AbbildungHw = 2wmod1 am besten

zu. Bei dieser Abbildung ist der maximale Excess am niedrigsten. Damit ist die Form

der Dichten sehr breit und eine starke gegenseitigeÜberlappung und Auslöschung der

Dichten ist gesichert. Der Vergleich bestätigt die Ergebnisse aus Abschnitt 3.2.2.

Die grobe Bewertung der Performance des Leistungsdichtespektrums mit der Ab-

hängigkeit der Varianz und des Excesses der Dichtenftk vom Iterationsschrittk bringt

eine deutliche Ersparnis in der Rechenzeit, da hierfür kein Leistungsdichtespektrum

berechnet werden muß. Die Methode wurde in [KS05] veröffentlicht.

Im nächsten Schritt erfolgt die Bewertung der spektralen Performance des Spulen-

stroms des Wandlers. Dazu werden die vorhergehenden Untersuchungen für den nicht

gefilterten Impulsprozeß, der den Spulenstrom des Wandlersmodelliert, wiederholt.

Bild 3.44 bis 3.46 stellen die Verläufe des Leistungsdichtespektrums, sowie der Va-
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Abbildung:Hw = 2wmod1
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Abbildung:Hw = 1.25wmod1
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Bild 3.42: Vergleich des Taktsignals generiert mit verschiedenen chaotischen Abbil-

dungen.
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Abbildung:Hw = 1.05wmod1
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Bild 3.43: Vergleich des Taktsignals generiert mit verschiedenen chaotischen Abbil-

dungen.
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Abbildung:Hw = 3wmod1
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Abbildung:Hw = 2wmod1
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Bild 3.44: Vergleich der spektralen Performance des Spulenstroms bei Verwendung

verschiedener chaotischer Abbildungen zur Taktgenerierung.
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Abbildung:Hw = 1.25wmod1
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Abbildung:Hw = 1.05wmod1
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Bild 3.45: Vergleich der spektralen Performance des Spulenstroms bei Verwendung

verschiedener chaotischer Abbildungen zur Taktgenerierung.
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Bild 3.46: Vergleich der spektralen Performance des Spulenstroms bei Verwendung

der Zeltabbildung zur Taktgenerierung.

rianz und des Excesses der Dichten der Ereigniszeitpunkte bei Verwendung verschie-

dener chaotischer Abbildungen zur Generierung des Setztaktes dar. Auch hier wird die

geringste maximale Leistungsdichte bei Verwendung der Abbildung Hw = 2wmod1

erreicht. Die Verringerung der maximalen gefilterten Leistungsdichte im Bereich der

mittleren Taktfrequenz beträgt ca. 16dB gegenüber dem periodisch getakteten Wand-

ler. Vergleicht man hier Varianz und Excess, so fällt auf, daß die Unterschiede für

die einzelnen Abbildungen deutlich geringer ausfallen alsin den Untersuchungen des

Taktsignals. Insbesondere ist der Verlauf von Varianz und Excess bei Verwendung der

Zeltabbildung sehr ähnlich zu denen der AbbildungHw = 2wmod1, obwohl die maxi-

male Leistungsdichte bei Verwendung der Zeltabbildung deutlich größer ist. Ursache

des sehr ähnlichen Verlaufs von Varianz und Excess ist, daßhier in der Systemab-

bildung Gl. (3.67) zwei ineinander verschachtelte Prozesse existieren. Einer ist das

Verhalten des Wandlers, Gl. (3.66) und der andere ist die Generierung des Taktes. Zur
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Beurteilung derartiger Mehrtaktschemata ist die grobe Bewertung unter Nutzung von

Excess und Varianz unzureichend.

Allgemein kann ausgesagt werden, daß derzeit noch kein Verfahren zum systemati-

schen Entwurf einer chaotischen Abbildung aus vorgegebenen spektralen Forderungen

existiert. Weiterhin existiert noch keine explizite Abhängigkeit, die aus der Forderung

nach sich gegenseitig möglichst stark überlappenden Dichten Parameter einer Abbil-

dung bestimmt. Jedoch kann bei Vorgabe einer parametrierten Gleichung für die Ab-

bildung unter Nutzung des KriteriumsJ2a oderJ5 mit dem in Abschnitt 3.4.1 beschrie-

benen Optimierungsverfahren ein Parametersatz gefunden werden, der für die gegebe-

ne Abbildung eine Minimierung der maximalen Leistungsdichte garantiert. Dies wird

im folgenden verfolgt. Als Applikation dient der hysteresegesteuerte Wandler aus Ab-

schnitt 3.4.1.

Zunächst erfolgt die Bestimmung des Parametersa der AbbildungHw = awmod1.

Das Ergebnis der Optimierung ista= 1.1. Bild 3.47 stellt das gefilterte Leistungsdich-
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Bild 3.47: Gefiltertes Leistungsdichtespektrum des Spulenstroms und Modulationssi-

gnal bei Verwendung der durch Optimierung bestimmten Bernoulliabbildung.

tespektrum und die ModulationssequenziLmax(n) dar. Die resultierende Modulation ist

eine langsame Modulation, so daß in Näherung Gl. (3.55) gilt. Eine Bestimmung der

Start- Eck- und Endwerte der Zeltabbildung und der inversenZeltabbildung führt auf

die Parametersätze

Zeltabbildung: Startwert=0, Eckwert=0.99, Endwert=0

inverse Zeltabbildung: Startwert=0.1, Eckwert=0.01, Endwert=1,

bei denen ebenfalls eine langsame Modulation entsteht. DieLeistungsdichtespektren
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und Modulationssignale sind sehr ähnlich mit Bild 3.47 undwerden daher nicht darge-

stellt. Zu Vergleichszwecken wurde der Parametera der AbbildungHw= 1−awmod1

bestimmt, die aufgrund der springenden aufeinanderfolgenden Werte keine langsame

Modulation erlaubt. Der ermittelte optimale Parameter ista = 8.3. Bild 3.48 zeigt
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Bild 3.48: Gefiltertes Leistungsdichtespektrum des Spulenstroms und Modulationssi-

gnal bei Verwendung der durch Optimierung bestimmten Renyiabbildung.

das Leistungsdichtespektrum und den Verlauf des Modulationssignals. Die maxima-

le Leistungsdichte ist deutlich größer als im Fall der langsamen Modulation. Neben

der Veränderung der Parameter der Abbildung kann ein langsames chaotisches Modu-

lationssignal auch dadurch generiert werden, daß einn : 1-Taktteiler vor die Abtast-

Halteschaltung in Bild 3.18 geschaltet wird. Dann iteriertdie Abbildung nur noch

alle n Takte. Für die AbbildungHw = 2wmod1 ist das Leistungsdichtespektrum des

Spulenstroms in Bild 3.49 dargestellt. Es hat jetzt annähernd Rechteckform und die

maximale Leistungsdichte ist kaum weiter verringerbar.
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Hw = 2wmod1
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Bild 3.49: Leistungsdichtespektrum des Spulenstroms bei Verwendung der Bernoul-

liabbildung mit Taktteiler,n= 10.
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Kapitel 4

Statistische Modellerweiterungen

und Reglerentwurf

Für periodisch arbeitende Systeme existieren klassischeEntwurfsverfahren, die ge-

mittelte Modelle benutzen. Ziel dieses Kapitels ist, ähnliche Modelle abzuleiten, die

für den Reglerentwurf nichtperiodisch arbeitender hybrider Systeme genutzt werden

können. Während das Ziel der klassischen Regelungstechnik die Stabilisierung von

Fixpunkten oder periodischen Orbits ist, wird hier die Sabilisierung statistischer Kenn-

größen, wie Erwartungswert und Varianz oder Dichte des kontinuierlichen Zustands

verfolgt. In der Modellierung nichtperiodisch arbeitender Systeme ist die Nutzung die-

ser statistischen Kenngrößen notwendig. In diesem Kapitel werden statistische Mittel-

werte sowohl zur Modellierung als auch zur Bestimmung von Regler- und Strecken-

parametern mit Optimierungsverfahren benutzt. Dazu wird zunächst für eindimensio-

nale hybride Systeme die Entwicklung der Dichte des kontinuierlichen Zustands und

die Berechnung der stationären Dichte des kontinuierlichen Zustands aus statistischen

Kenngrößen der iterierten Abbildung untersucht. Für nichtperiodisch arbeitende Syste-

me wird die stationäre Dichte des kontinuierlichen Zustands anschließend verwendet,

um Aussagen über die Stabilität des kontinuierlichen Zustands zu treffen. Aus den

Dichten lassen sich die statistischen Mittelwerte gewinnen. Unter Nutzung dieser wird

ein gemitteltes Modell für nichtperiodisch arbeitende Systeme abgeleitet. Weiterhin

wird eine Variante zur Optimierung von Regler- und Streckenparametern gezeigt, die

statistische Mittelwerte eingebetteter Abbildungen verwendet. Das Kapitel schließt mit

139
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einem Abschnitt über die Generierung beliebiger Impedanzen durch geeignete Steue-

rung von hybriden Systemen der Leistungselektronik ab.

Die Dichteentwicklung im folgenden Abschnitt wird für eindimensionale kontinu-

ierliche Zustände abgeleitet. Die in den folgenden Abschnitten auf Dichten basieren-

den Untersuchungen gelten ebenfalls für Systeme mit eindimensionalem kontinuierli-

chen Zustand.

4.1 Dichtefunktionen

4.1.1 Dichteentwicklung des kontinuierlichen Zustands

Aus einer gegebenen Dichte des kontinuierlichen Zustandsfx0(x) zum Anfangszeit-

punkt t = 0 ist die Entwicklung der Dichte des kontinuierlichen Zustands mit der Zeit

zu ermitteln. Die Bestimmung dieser Entwicklung ist mit Hilfe der Systemdynamik

möglich.

Berechnung der Dichteentwicklung aus der Ableitung der Systemdynamik

Die Systemdynamik sei gegeben durch ˙x = f (x). Die Systemdynamik verändert die

Dichte des kontinuierlichen Zustands zum einen durch Translation eines Intervalls∆x

und zum anderen durch Streckung/Stauchung des Intervalls∆x, in dem eine MengeX⊂
von abgebildeten Werten liegt. Aus diesen beiden Effekten wird hier eine Differential-

gleichung für die Entwicklung der Dichte des kontinuierlichen Zustands entwickelt.

• Berücksichtigung der Verschiebung des Intervalls∆x

Wirkt sich die Systemdynamik ausschließlich in einer Verschiebung des Intervalls∆x

aus, so berechnet sich die Dichte nach Ablauf der Zeitspannedt durch Verschiebung

des Argumentes:

fx(x, t+dt) = fx(x−dt · f (x), t) .

• Kontraktion/Expansion des Intervalls∆x innerhalb der Zeitspanne dt

Da das Integral über die Dichte konstant ist, gilt für die Dichte innerhalb des zeitvari-

anten Intervalls∆x(t) vor und nach Ablauf der Zeitspanne dt:

fx(t+dt) ·∆x(t+dt) = fx(t) ·∆x(t) .
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Mit
dx(t)

dt
= f (x)→ dx(t) = f (x)dt

und
dx(t+dt)

dt
= f (x̃)→ dx(t+dt) = f (x̃)dt = f (x+dt · f (x)) ·dt

folgt:
dx(t)

dx(t+dt)
=

f (x)
f (x+dt · f (x))

.

Daraus folgt für die Dichte:

fx(x, t+dt) = fx(x−dt · f (x), t) · f (x)
f (x+dt · f (x))

. (4.1)

In Gl. (4.1) beschreibt der erste Faktor die Verschiebung und der Quotient die Stre-

ckung/Stauchung des Intervalls∆x. Gleichung (4.1) kann zu einer Differentialglei-

chung umgeformt werden:

fx(x, t+dt)− fx(x, t)
dt

=
fx(x−dt · f (x, t), t) f (x,t)

f (x+dt· f (x,t),t+dt) − fx(x, t)

dt
.

Mit
1

1+ ǫ
= 1− ǫ für ǫ ≪ 1

folgt

fx(x, t+dt)− fx(x, t)
dt

=

(

fx(x, t)− ∂ fx
∂x dt · f (x, t)

) (

1− ∂ f
∂xdt

)

− fx(x, t)

dt

und:

fx(x, t+dt)− fx(x, t)
dt

=
fx(x, t)− ∂ fx

∂x f (x)dt− ∂ f
∂x fx(x, t)dt+ ∂ fx

∂x
∂ f
∂x f (x)dt2− fx(x, t)

dt
.

Vernachlässigt man den Ausdruck∂ fx
∂x
∂ f
∂x f (x)dt2 gegenüber den anderen Termen und

berechnet Grenzübergang für dt→ 0, erhält man die partielle Differentialgleichung:

∂ fx(x, t)
∂t

= − fx(x, t)
∂ f (x)
∂x
− f (x)

∂ fx(x, t)
∂x

. (4.2)

Gleichung (4.2) gibt die Entwicklung der Dichte des kontinuierlichen Zustands an,

wenn die Dynamik des kontinuierlichen Zustands zeitinvariant ist. Diese Gleichung

entspricht der Fokker-Planck Gleichung ohne Diffusionsterm [Ris96].
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Soll der Verlauf der Dichte im hybriden System ermittelt werden, so ist die partiel-

le Differentialgleichung (4.2) für jeden diskreten Zustand separat aufzustellen. Dann

beschreiben die Teildichten

fx,q(x,q, t) =
d
dx

P(X(t) < x,Q(t) = q)

die separate Entwicklung des kontinuierlichen Zustands f¨ur die einzelnen diskreten

Zustände. Die Dichte des kontinuierlichen Zustands ist die Summe dieser Teildichten:

fx(x, t) =
N

∑

q=1

fx,q(x,q, t) .

Bedingt durch den Ereignisgenerator finden Zustandsübergänge des diskreten Teil-

systems statt. Ereignissteuerung und Zeitsteuerung lassen sich, wie im folgenden Bei-

spiel gezeigt wird, berücksichtigen:

• Ereignissteuerung

Ein ereignisgesteuertes eindimensionales System habe dieEreignissee= 1 : x= xmax

unde= 2 : x= xmin. Das diskrete Teilsystem sei modelliert durch:

q(k+1)=



















1 für e= 2

2 für e= 1
.

Für die Dichten der Teilensembles gelten dann die Differentialgleichungen

∂ fx1

∂t
=



































f̃1(x, t) für xmin < x≤ xmax

f̃2(x, t) ·
∣

∣

∣

∣

f2(x)
f1(x)

∣

∣

∣

∣
für x= xmin

0 sonst

∂ fx2

∂t
=



































f̃2(x, t) für xmin ≤ x< xmax

f̃1(x, t) ·
∣

∣

∣

∣

f1(x)
f2(x)

∣

∣

∣

∣

für x= xmax

0 sonst

,

wobei f̃1 und f̃2 die jeweils rechte Seite von Gl. (4.2) für die beiden diskreten Zustände

q= 1 undq= 2 ist. An der Stellex= xmin findet das Umschalten vonq= 2 nachq= 1

statt. An dieser Stelle geht die Dichtefx2 in die Dichte fx1 über. An der Stellex= xmax

geht die Dichtefx1 in die Dichte fx2 über. Außerhalb des Intervallsxmin ≤ x≤ xmax sind

beide Teildichten Null.
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Für ein eindimensionales ereignisgesteuertes System mitmehr als zwei Modi und

Schaltschwellen kann die Differentialgleichung für die Teildichten verallgemeinert

werden zu:

∂ fxi

∂t
=



































f̃i(x, t) für x∈ [xmini , xmaxi ], x< xS li

f̃l(x, t) für x∈ xS li

0 sonst

. (4.3)

In Gl. (4.3) ist [xmini , xmaxi] das Intervall, in dem der Modusq= i aktiviert ist.xS li ist

die Schaltschwelle für den Zustandsübergang vonq= l nachq= i.

• Zeitsteuerung

Wieder wird ein System mit zwei Modi betrachtet. Das System habe keinen äußeren

Regler. Die Aktivierungsdauernτ1 und τ2 der beiden Modi seien konstant. Zunächst

wird das gesamte Ensemble zeitsynchron initialisiert. DasUmschalten vonq= 1 nach

q= 2 erfolgt zu den Zeiten̄t12i , das Umschalten vonq= 2 nachq= 1 zu den Zeiten̄t21i .

Wegen der zeitsynchronen Steuerung ist zu jedem Zeitpunkt immer nur eine Teildichte

verschieden von Null. Dann ist die Gesamtdichte gleich der Teildichte, die verschieden

von Null ist und es gilt:

∂ fx(x, t)
∂t

=



















f̃1(x, t) für t̄21i ≤ t < t̄12i

f̃2(x, t) für t̄12i ≤ t < t̄21i+1

.

Zu den Zeiten̄t12i springt fx1 auf Null und fx2 von Null auf den Wert vonfx1 unmit-

telbar vor dem Auftreten des diskreten Zustandsübergangs. Zu den Zeiten̄t21i tritt das

dazu komplementäre Ereignis ein.

Die Gleichung läßt sich auf eine beliebige AnzahlN von diskreten Zuständen mit

den Zustandsübergangszeitent̄iln vom Zustandi zum Zustandl erweitern:

∂ fx(x, t)
∂t

=







































...
...
...

f̃l(x, t) für t̄nli ≤ t < t̄lni

...
...
...

. (4.4)

Die Berechnung der Dichteentwicklung nach dieser Methode ist sehr aufwendig.

Ist die Lösung der Differentialgleichung für den kontinuierlichen Zustand bekannt,

kann die Dichte nach einem einfacheren Verfahren ermitteltwerden.
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Berechnung der Dichteentwicklung aus der Lösung der Differentialgleichung des

kontinuierlichen Zustands

Gelingt es, die Lösungx = f̂ (x0, t) der Zustandsdifferentialgleichung ˙x = f (x, t) als

Funktion der Zeitt für einen gegebenen Anfangswertx0 zu finden, so hat man ei-

ne statische Abhängigkeit zwischen Anfangswert und Funktionswert. Dann kann die

Dichtetransformation nach [WS86] zur Berechnung der Dichte fx(x; t) verwendet wer-

den. Diese lautet nach Erweiterung um das Argumentt:

fx(x; t) =
1

∣

∣

∣

∣

∂ f̂ (x0,t)
∂x0

∣

∣

∣

∣

x0= f̂ −1(x,t)

fx0( f̂ −1(x, t)) . (4.5)

Die Verwendung dieser Gleichung zur Bestimmung der Dichte des kontinuierlichen

Zustands ist mit deutlich geringerem Rechenaufwand verbunden als die Lösung der

partiellen Differentialgleichung (4.2).

4.1.2 Berechnung der stationären Dichte des kontinuierlichen Zustands

aus Dichten von Kenngrößen der iterierten Abbildung

Mit der in Abschnitt 2.4 beschriebenen Modellierung kann unter Nutzung des Frobenius-

Perron Operators [Göt98] mit einfachen Mitteln die stationäre Dichte der Zustände

der iterierten Abbildung ermittelt werden. Dieser Abschnitt verfolgt die Berechnung

der stationären Dichte des kontinuierlichen Zustands desSystems aus der stationären

Dichte des kontinuierlichen Zustands der iterierten Abbildung. Aus der stationären

Dichte lassen sich die Momente des kontinuierlichen Zustands berechnen. Speziell

das erste Moment wird später in den gemittelten Modellen f¨ur chaotisch arbeitende

Systeme benutzt.

Zur Berechnung wird die gemeinsame Dichtefxx0(x, x0; t) benutzt, die aus der be-

dingten Dichte mit

fxx0(x, x0; t) = fx|x0(x|x0; t) fx0(x0)

berechnet werden kann. Zwischenx0, x und t besteht ein funktionaler Zusammen-

hang. Dieser ist durch die Lösung der Differentialgleichung des kontinuierlichen Zu-

standsx= f̂ (x0, t) gegeben. Deshalb ist die bedingte Dichte ein Dirac-Impulsund die
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gemeinsame Dichte kann wie folgt geschrieben werden:

fxx0(x, x0; t) = δ(x− f̂ (x0, t)) fx0(x0) .

Die Dichte des kontinuierlichen Zustands ist eine Randdichte:

fx(x; t) =
∫ ∞

−∞
δ(x− f̂ (x0, t)) fx0(x0)dx0 . (4.6)

Die gesuchte stationäre Dichte ist das Zeitmittel von Gl. (4.6):

fx(x) = lim
T→∞

1
T

∫ T

0

∫ ∞

−∞
δ(x− f̂ (x0, t)) fx0(x0)dx0dt . (4.7)

Gleichung (4.7) kann zur Berechnung der stationären Dichte für ein Ensemble von

Trajektorien benutzt werden, bei dem̂f (x0, t) den Verlauf jeder einzelnen Trajekto-

rie beschreibt. In hybriden Systemen gibtfx0(x0) nicht die Dichte des Anfangswertes

des Ensembles, sondern die Dichte des Anfangswertes der Trajektorie innerhalb eines

Zyklusses oder eines Modus an. Der Endwert des Zyklusses oder Modus wird wie-

der durch die Dichtefx0(x0) erfaßt und ist Anfangswert für den nächsten Zyklus bzw.

Modus. Die Nutzung der Zyklusdauern, Bildung des Zeitmittels über die Zyklen und

Vertauschung der Integrationsreihenfolge ergibt:

fx(x) =
1

m1τm

∫ ∞

−∞
fx0(x0)

∫ τm(x0)

0
δ(x− f̂ (x0, t))dtdx0 .

Unter Nutzung der Substitutionen

u= x− f̂ (x0, t) t = f̂ −1(x0, x−u) dt = −∂ f̂ −1(x0, x−u)
∂x

du

erhält man unter Berücksichtigung, daß die Dichte immer positiv ist:

fx(x) =
1

m1τm

∫ ∞

−∞
fx0(x0)

∫ τm(x0)

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

δ(u)
∂ f̂ −1(x0, x−u)

∂x
du

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx0 .

Ausrechnen des inneren Integrals unter Nutzung der Ausblendeigenschaft liefert für

die stationäre Dichte des kontinuierlichen Zustands das Ergebnis:

fx(x) =
1

m1τm

∫ ∞

−∞
fx0(x0) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂ f̂ −1(x0, x)
∂x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dx0 =
1

m1τm

∫ ∞

−∞
fx0(x0) · 1

∣

∣

∣

∣

∂ f̂ (x0,t)
∂t

∣

∣

∣

∣

t= f̂ −1(x0,x)

dx0 .

(4.8)
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Wird anstelle der Integration über eine Zyklusdauer die Aktivierungsdauer der Mo-

di q= 1. . .N benutzt, erhält man statt Gl. (4.8) den Ausdruck:

fx(x) =
1

m1τm

N
∑

i=1

∫ ∞

−∞

fx0i (x0i)
∣

∣

∣

∣

∂ f̂ (x0i ,t)
∂t

∣

∣

∣

∣

t= f̂ −1(x0i ,x)

dx0i =
1

m1τm

N
∑

i=1

fxi (x)m1τi . (4.9)

In der Regel existiert nicht zu jedem beliebigen Wertepaar (x0, x) ein Ergebnisf̂ −1(x0, x).

Für Wertepaare, für die kein solches Ergebnis existiert,ist der Integrand Null. Dadurch

entstehen je nach Lösung der kontinuierlichen Differentialgleichung obere und/oder

untere Integrationsgrenzen in Gl. (4.8) bis Gl. (4.9) oder das Integral ist zerlegbar in

mehrere Teilintegrale.

Beispiel

Die stationäre Dichte und die Momente des Spulenstroms eines DC-DC-Aufwärts-

wandlers im Current Programmed Mode sind für ganzzahlige Werte von− c2
c1
≥ 1 zu

berechnen. Der Setztakt des Flip-Flops hat die konstante Dauer T. Der Wandler hat

zwei diskrete Zuständeq = 1 : diL
dt = c1, q = 2 : diL

dt = c2. Die stationäre Dichte des

StartwertesiL0 ist bekannt:

fiL0(iL) =



















− 1
c2T für ire f +c2T ≤ iL ≤ ire f

0 sonst
. (4.10)

Die Berechnung der stationären Dichte des kontinuierlichen Zustands erfolgt separat

über beide Modi. Innerhalb der Modi sind die Anstiege unabhängig vom Startwert.

Deshalb kann Gl. (4.8) oder Gl. (4.9) zur Berechnung verwendet werden.

• Modusq= 1

In diesem Abschnitt gilt∂ f̂
∂t = c1. Die Umkehrfunktiont = f̂ −1(iL, ξ) liefert Ergebnisse

für ξ ≤ iL. Fürξ > iL existieren keine Anfangswerte. Damit läßt sich die obere Integra-

tionsgrenze variieren. Die Dichte des Startwertes ist Nullfür iL0 < ire f +c2T. Deshalb

kann die untere Integrationsgrenze ebenfalls verschoben werden und man erhält:

fiL1(iL) =
1

m1τ1c1

∫ iL

ire f+c2T
fiL0(ξ)dξ = −

2
c2T

∫ iL

ire f+c2T
fiL0(ξ)dξ .
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• Modusq= 2

Die Dichte des kontinuierlichen Zustands im zweiten Abschnitt kann mit verschiede-

nen Varianten ermittelt werden. Die Berechnung kann über die Dichte des Startwertes

im ersten Abschnitt, des Endwertes im zweiten Abschnitt oder die Dauer des zweiten

Abschnittes berechnet werden. Die stationäre Dichte der Endwerte im zweiten Ab-

schnitt ist identisch mit der der Startwerte im ersten Abschnitt. Am einfachsten ist

daher die Berechnung über die Dichte der Endwerte des zweiten Abschnittes. Dann

ist t = f̂ −1(ξ, iL) eine Funktion, die aus dem WertiL und dem Endwertξ die benötigte

Zeitspanne vom Erreichen des WertesiL bis zum Erreichen des Endwertesξ bestimmt.

f̂ −1(ξ, iL) liefert nur Ergebnisse füriL ≥ ξ. Für den zweiten Abschnitt erhält man die

Teildichte:

fiL2(iL) = − 2
c2T

∫ iL

ire f+c2T
fiL0(ξ)dξ .

Die Dichte des kontinuierlichen Zustands ist die nach Gl. (4.9) gewichtete Summe der

Teildichten. Da beide Teildichten identisch sind, ist die gewichtete Summe ebenfalls

identisch mit beiden Teildichten. Die Dichte des Spulenstroms ist [KMS04a]:

fiL1(iL) =























2
c2

2T2 (iL− ire f −c2T) für ire f +c2T ≤ iL ≤ ire f

0 sonst
. (4.11)

Aus Gl. (4.11) lassen sich die Momente des Spulenstroms berechnen:

miLl =
2

c2
2T2

















(ire f +c2T)l+2− i l+2
re f

(l +1)(l +2)
−

c2Til+1
re f

l +1

















. (4.12)

4.2 Stabilitätskriterium f ür chaotische Systeme

Bei hybriden Systemen mit natürlichem oder erzwungenem periodischen Verhalten

diente die lokale Stabilität des Grenzzyklusses als Stabilitätskriterium. Zur Beurteilung

konnten Größen, die die Stabilität des Fixpunktes der iterierten Abbildung beschrei-

ben, wie die Escape Rate oder der Ljapunov-Exponent, verwendet werden. Hat ein

System kein natürliches periodisches Verhalten und soll dieses auch nicht erzwungen

werden, so ist das System lokal instabil. Aufgrund des globalen Attraktionscharakters

sind chaotisch arbeitende Systeme jedoch global stabil. Das heißt mit fortschreitender
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Iteration ziehen sich die Grenzen, innerhalb derer die Dichte des kontinuierlichen Zu-

stands verschieden von Null ist, immer weiter auf das Gebietdes chaotischen Attrak-

tors zurück. Liegt dieser innerhalb von durch die Applikation vorgegebenen Grenzen,

so ist das chaotische System verwendbar.

So, wie die Stabilität von Fixpunkten/Grenzzyklen als Kriterium für die asympto-

tische Stabilität dient, kann für chaotische Systeme dasGebiet verwendet werden, in

dem sich der Grenzzyklus aufhält.

Dieses Gebiet läßt sich mit Hilfe der stationären Dichte beschreiben. Ist die statio-

näre Dichte außerhalb eines vorgegebenen Gebietes Null, so erreicht der Grenzzyklus

auch keinen Punkt außerhalb des vorgegebenen Intervalls.

Das bedeutet für die Dichten:

∃ξmin, ξmax : fx(k)(ξmin− ε) = 0, fx(k)(ξmax+ ε) = 0 ∀ε > 0, ∀k≥ ki . (4.13)

Dabei sindξmin eine untere undξmax eine obere Grenze, die ab dem Iterationsschrittki

nicht mehr unter- bzw. überschritten werden.

Da die Handhabung der Dichten recht aufwendig ist, wird in der nachfolgenden

Reglerparametrierung für chaotische Systeme mit Optimierungsverfahren die Betrach-

tung auf den Erwartungswert E(x) und die Varianzσ2
x reduziert. Diese beiden Größen

beschreiben das Verhalten der Dichten in erster Näherung.

Der folgende Abschnitt beschäftigt sich zunächst mit derModellierung des dyna-

mischen Verhaltens.

4.3 Gemittelte Modelle f̈ur chaotisches Verhalten

Prinzip

Ziel dieses Abschnittes ist die Ableitung eines gemittelten Modells für chaotisch arbei-

tende hybride Systeme. Dieses Modell soll die Dynamik des Scharmittels beschreiben

und eine ähnliche Form wie das einfache gemittelte Modell aus Abschnitt 2.2 haben:

E(ẋ, t) = f ′′(E(x, t)) .

Die Funktion f ′′ wird in diesem Abschnitt abgeleitet.
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Das Scharmittel eines Zeitsignals ist gegeben durch:

E(x, t) =
∫ ∞

−∞
x fx(x, t)dx .

Der gleitende zeitliche Mittelwert über die DauerT ist

xm,T(t) =
1
T

∫ t+T

t
E(x, τ)dτ

bzw.:

xm,T(t) =
1
T

∫ t+T

t

∫ ∞

−∞
x fx(x, τ)dxdτ . (4.14)

Mit [WS86] und der Lösung der DGL des kontinuierlichen Teilsystems für einen Start-

wert x0: x(t) = f̂ (x0, t) kann die Dichtefx(x, τ) berechnet werden:

fx(x, τ) =
1

∣

∣

∣

∣

∂ f̂ (x0,τ)
∂x0

∣

∣

∣

∣

x0= f̂ −1(x,τ)

fx0( f̂ −1(x, τ)) .

Einsetzen in Gl. (4.14) liefert:

xm,T(t) =
1
T

∫ t+T

t

∫ ∞

−∞

x
∣

∣

∣

∣

∂ f̂ (x0,τ)
∂x0

∣

∣

∣

∣

x0= f̂ −1(x,τ)

fx0( f̂ −1(x, τ))dxdτ .

Der Anstieg des gemittelten kontinuierlichen Zustands

d
dt

xm,T(t) =
1
T

























∫ ∞

−∞

x
∣

∣

∣

∣

∂ f̂ (x0,t+T)
∂x0

∣

∣

∣

∣

x0= f̂ −1(x,t+T)

fx0( f̂ −1(x, t+T))dx

−
∫ ∞

−∞

x
∣

∣

∣

∣

∂ f̂ (x0,t)
∂x0

∣

∣

∣

∣

x0= f̂ −1(x,t)

fx0( f̂ −1(x, t))dx

























ist identisch mit dem Mittelwert des Anstieges des kontinuierlichen Zustands

dx
dt m,T(t) =

1
T

[E(x, t+T)−E(x, t)] ,

wie beim einfachen gemittelten Modell aus Abschnitt 2.2. Die Scharmittelung über die

Ableitung des kontinuierlichen Zustands liefert:

E(ẋ, t) =
∫ ∞

−∞
f ( f̂ (x0, t), t) fx0(x0)dx0 . (4.15)

Hat die Zustandsgleichung des kontinuierlichen Zustands die spezielle Form

f (x, t) = c1x+c2
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(affines autonomes System), dann ist Gl. (4.15) wegen

∫ ∞

−∞
fx0(x0)dx0 ≡ 1

identisch mit:

f (E(x, t)) .

Für den Erwartungswert kann das Modell

E(ẋ, t) = f ′′(E(x, t)) (4.16)

mit

f ′′(E(x, t)) =
1
τm

N
∑

i=1

∫ τi

0
f (E(x, τ), q̄(i),d)dτ (4.17)

verwendet werden.

Ist die Welligkeit der kontinuierlichen Zustände gering,so kann Gl. (4.16) zur

näherungsweisen Verhaltensbeschreibung verwendet werden.

Ist die Ableitung des gemittelten kontinuierlichen Zustands über einen Zyklus des

diskreten Teilsystems in Näherung konstant, so läßt sichdas gemittelte Verhalten der

kontinuierlichen Zustände mit

E(ẋ, t) =
1
τm

km
∑

k=1

τ(k) f (E(x, t), q̄(k),d) (4.18)

modellieren. Dabei ist die Funktionf (E(x, t), q̄(k),d) identisch mit Gl. (2.1), die die

Dynamik des kontinuierlichen Zustands des allgemeinen hybriden Modells modelliert.

Dieses gemittelte Modell beschreibt die Dynamik des Scharmittels E(ẋ, t).

Beispiel

Der Aufwärtswandler aus Abschnitt 4.1.2 wird mit ohmscherLast R modelliert. Die

Ableitung der Stellgrößeire f ist klein gegen den Anstiegc1 des Spulenstroms. Mit

Gl. (4.12) erhält man für den Erwartungswert des Spulenstroms den Ausdruck:

E(iL) = ire f +
1
3

c2 . (4.19)

Die Modellierung des Verhaltens der Ausgangsspannung erfolgt, wie beschrieben,

durch Erwartungswertbildung. Für die gemittelte Schalterspannung und den gemit-
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telten Diodenstrom des Aufwärtswandlers gilt:

uS m,T = (1−D)uam,T

iDm,T = (1−D)iLm,T .

Die Differentialgleichungen für die gemittelten kontinuierlichen ZuständeiLm,T und

uam,T sind gleich den gemittelten Differentialgleichungen:

diL
dt m,T = Ue− (1−D)uam,T (4.20)

dua

dτ m,T = (1−D)iLm,T −
1
R

uam,T . (4.21)

Da wegen Gl. (4.19)diL
dt m,T =

dire f

dt m,T gilt, kann Gl. (4.20) nach 1−D umgestellt werden

1−D =
Ue− Li̇Lm,T

uam,T

und in Gl. (4.21) eingesetzt werden. Dann erhält man füruam,T die Differentialglei-

chung:

uam,T ·
dua

dt m,T +
1
R

(uam,T)2 =

(

ire f +
1
3

c2

)(

Ue− L
dire f

dt m,T

)

. (4.22)

Bild 4.1 zeigt den Vergleich der Zeitverläufe von Spulenstrom und Ausgangsspannung
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Bild 4.1: Vergleich der Zeitverläufe von Spulenstrom und Ausgangsspannung des ge-

mittelten Modells mit denen des Systems.

des vorgestellten gemittelten Modells mit denen des Systems. Die Parametrierung wur-

de bewußt so gewählt, daß eine große Welligkeit der kontinuierlichen Zustände auftritt

und der Anstiegcre f in der Größenordnung vonc1 liegt. Wie aus dem Bild zu erkennen

ist, spiegelt das gemittelte Modell auch für diesen für die Modellierung mit gemittelten

Modellen ungünstigen Parametersatz das Systemverhaltenim Mittel wieder.
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4.4 Bestimmung von Regler- und Streckenparametern mit

Optimierungsverfahren

Dieser Abschnitt behandelt die Bestimmung von Regler- und Streckenparametern hy-

brider Systeme zum schnellen Erreichen des stationären Zustands. Dazu wird zuerst

ein geeignetes Gütefunktional vorgestellt. Anschließend werden an einem Beispiel

Regler- und Streckenparameter aufgeführt, die als Optimierungsparameter geeignet

sind. Abschließend erfolgt die Darstellung und Wertung derim Beispiel erreichten Er-

gebnisse. Als Beispiel dient ein mit einem PI-Regler geregelter Aufwärtswandler im

Current Programmed Mode.

4.4.1 Gütefunktional

Klassische Reglerentwürfe basieren auf der Stabilisierung von Fixpunkten oder pe-

riodischen Zyklen. Bei nichtperiodisch arbeitenden Systemen ist der Reglerentwurf

nach klassischen Verfahren nur dann möglich, wenn durch die Reglerparametrierung

periodisches Verhalten erzwungen werden kann. Dies ist beimanchen Systemen z.B.

aus Gründen der elektromagnetischen Verträglichkeit von Nachteil und bei einigen Sy-

stemen, bei denen die Strecke vorgegeben ist, nicht möglich. Ein Beispiel dafür ist der

DC-DC-Wandler im Current Programmed Mode nach Abschnitt 2.1. Ist das Eingangs-

signal des äußeren Reglers die Ausgangsspannungua des Wandlers und das Stellsignal

der Referenzstromire f , hat der Regler keinen Einfluß auf das periodische bzw. chaoti-

sche Verhalten der Strecke, welches von den Anstiegenc1 undc2 bestimmt wird. Ei-

ne Möglichkeit zum Reglerentwurf bietet die in Abschnitt 4.3 vorgestellte Mittelung,

deren Ergebnis ein Modell mit stabilem Fixpunkt auch für nichtperiodische Systeme

ist. Dieses Modell erlaubt die Anwendung klassischer Entwurfsverfahren. In diesem

Abschnitt wird eine Entwurfsmethode vorgestellt, die auchdann auf nichtperiodisch

arbeitende Systeme anwendbar ist, wenn die zur Anwendung gemittelter Modelle not-

wendigen Näherungen nicht erfüllt sind.

Das Gütefunktional verwendet statistische Kenngrößen,da diese die einzige Mög-

lichkeit zur Beschreibung des Verhaltens des kontinuierlichen Zustands nichtperiodi-

scher Systeme darstellen. Diese Kenngrößen werden zu einem vorher festgelegten



REGLERENTWURF 153

Umschaltereignis zu jedem Zyklus berechnet. Die Berechnung dieser Zustandswerte

erfolgt mit der iterierten Abbildung wie in Abschnitt 2.4 beschrieben.

Das Kriterium soll sowohl den Einschwingvorgang als auch den stationären Zu-

stand bewerten. Ein Kriterium, das diese Forderungen erfüllt, ist:

J = ξS
(

E(|ε̄S|2
)

+

N
∑

m=1

pm
(

E(|ε̄(m)|2)−E(|ε̄S|2)
)

. (4.23)

Darin bewertet die monotone FunktionξS
(

E(|ε̄S|2
)

die stationäre Abweichung ¯εS(m)=

x̄S(m)− xre f des gemittelten stationären Zustands vom Sollwert. Die Summe bewer-

tet den Einschwingvorgang in den stationären Zustand unter Abzug der stationären

Abweichung vom Sollwert. Die Differenzbildung ist notwendig, damit das Kriterium

auch bei verbleibender stationärer Abweichung fürN→∞ konvergiert. Außerdem er-

laubt diese Form des Kriteriums die separate Bewertung von Einschwingvorgang und

stationärer Abweichung. ¯ε(m)= x̄(m)−xre f ist die Abweichung vom Sollwert während

des Einschwingvorgangs.p kann einerseits benutzt werden, um Konvergenz des Kri-

teriums fürN→∞ zu sichern (p < 1). Andererseits kann durch eine geeignete Wahl

von p eine Wichtung der Abweichung so erfolgen, daß langsame Einschwingvorgänge

deutlich stärker bewertet werden als schnelle Einschwingvorgänge. Für (p≥ 1) ist die

Konvergenz des Kriteriums fürN → ∞ nicht gesichert. Da der Einschwingvorgang

jedoch nach endlicher Zeit abgeschlossen ist, kann (p ≥ 1) in Verbindung mit einer

endlichen AnzahlN von Iterationen verwendet werden, wenn zum Vergleich verschie-

dener Parametrierungen der selbe WertN benutzt wird.

Das vorgestellte Kriterium ist verwandt mit der häufig fürOptimierungsaufgaben

verwendeten Bolza-Form [FR94]

J(x0,u) = x(te)
TSx(te)+

∫ te

0
(x(t)TQxx(t)+u(t)TRu(t))dt ,

die für die Bestimmung einer einzelnen Trajektorie eines kontinuierlichen Systems

benutzt wird. Die Bolza-Form bricht ebenfalls nach einer endlichen Beobachtungszeit

ab und bewertet sowohl die stationäre Abweichung als auch den Einschwingvorgang

bis zum Zeitpunktte.
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4.4.2 Optimierungsbeispiel

Für den Aufwärtswandler im Current Programmed Mode nach Abschnitt 2.1 sind die

ParameterkI undkP eines PI-Reglers

di I
dt
= kI (ua−ua,re f ) (4.24)

ire f = i I +kP(ua−ua,re f) (4.25)

zu dimensionieren. Die Parameter des DC-DC-Wandlers sindUe= 4V, L= 100µH, C=

10µF, R= 60Ω, T = 10µs, usoll = 15V. Die Parameter sind aus Gründen der Dar-

stellbarkeit der statistischen Kenngrößen so gewählt, daß der kontinuierliche Zustand

größeren Schwankungen unterliegt. Das Verhalten des geregelten Wandlers läßt sich

folgendermaßen mit dem allgemeinen Modell aus Abschnitt 2.1 modellieren. Das

genaue Modell für den ungeregelten Wandler ist in Abschnitt 2.1 dargestellt. Glei-

chung (4.24) ist eine kontinuierliche Zustandsgleichung.Das kontinuierliche Teilsy-

stem des Wandlers ist um diese Gleichung zu erweitern. Damithat der geregelte Wand-

ler drei kontinuierliche Zustandsvariablenx = (iL,ua, i I )T. Gleichung (4.25) wird zur

Ereignisgeneration verwendet und ist in den Ereignisgenerator einzubinden. Der voll-

ständige hybride Systemzustand ist:

s=
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Die Zustandsfolge wird durch die iterierte Abbildung
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generiert.

Zunächst sindkP undkI zu bestimmen. Weiterhin sind folgende Begrenzungen zu

berücksichtigen:
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Ein Wandler besitzt stets eine Strombegrenzung zum Schutz der Bauteile. Beim

Current Programmed Mode ist die Strombegrenzung eine Stellgrößenbegrenzungire f ≤

ire f,max. Der Integrator des PI-Reglers hat eine obere und untere Begrenzung seines

Ausgangswertsi I ,min ≤ i I ≤ i I ,max. Die Begrenzung des Ausgangswerts des Integrators

wird durch das in Bild 4.2 dargestellte Modell modelliert. Bei Erreichen der oberen Be-

−
i I

∫

kIua +

Bild 4.2: Modell der Begrenzung des Ausgangswerts des Integrators.

grenzung wird diese sofort wieder verlassen, wenn das Eingangssignal negativ wird.

Bei Erreichen der unteren Begrenzung arbeitet das System sofort als normaler Integra-

tor weiter, wenn das Eingangssignal positiv wird.

Sind die genannten Begrenzungen im Entwurf der Reglerrealisierung modifizier-

bar, so können diese ebenfalls als Optimierungsparameterangesehen werden.

4.4.3 Ergebnisse

Zur Optimierung wird der in Abschnitt 3.4.1 beschriebene Algorithmus verwendet,

der lokale Minima findet. Da hierbei die wiederholte Berechnung statistischer Kenn-

größen notwendig ist, ist der erforderliche Rechenaufwand sehr groß. Mit der Wahl

der Wandlerparametrierung nach Abschnitt 4.4.2 ist der Einschwingvorgang verhält-

nismäßig rasch abgeschlossen, so daß für diese Parametrierung die Optimierung mit

akzeptablem Rechenaufwand durchführbar ist. Für den geregelten Wandler ist der Ein-

schwingvorgang nach 200 Zyklen mit Sicherheit abgeschlossen. Deshalb wirdN = 200

gewählt, um den gesamten Einschwingvorgang zu bewerten. Die Methode scheint mo-

mentan nicht für nichtperiodische Systeme geeignet, die mit Regelung mehrere hun-

dert Zyklen bis zum Erreichen des stationären Zustands benötigen.
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Klassischer Reglerentwurf

Zu Vergleichszwecken erfolgt zunächst der Reglerentwurfmit dem gemittelten Modell

nach Abschnitt 4.3. Die Ergebnisse dieses Entwurfes dienengleichzeitig als Startpa-

rametrierung für die nachfolgenden Optimierungen. Die Linearisierung und Laplace-

Transformation führt auf diëUbertragungsfunktion:

Ua

I re f
= R

Ue− sL
U2

aA
RUe

UaA(sCR+2)
.

Zur Dimensionierung der Reglerparameter wird das Phasenrandverfahren verwendet.

Ein Phasenrand von 60◦ bei hoher Durchtrittsfrequenz der Schleifenverstärkunger-

gibt sich mit den ParameternkP = 0.8A
V undkI = 3000A

Vs . Die Begrenzungsparameter

ire f,max, i I ,min und i I ,max sind mit Entwurfsmethoden für affine Systeme nicht dimen-

sionierbar. Diese werden zuire f,max= 5A, i I ,min = 0A und i I ,max= 3A gewählt. Bild 4.3
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Bild 4.3: Dichte und Mittelwert der Ausgangsspannung überdem Iterationsschritt, Pa-

rametrierung mit Phasenrandverfahren.

zeigt die Verläufe der Dichte, des Mittelwerts und der Standardabweichung der Aus-

gangsspannung über dem Iterationsschrittmder iterierten Abbildung. Der kontinuierli-

che Zustand kann nach etwa 60 Zyklen als stationär angesehen werden. In dem Bild ist

ein starkesÜberschwingen der Ausgangsspannung zu erkennen. Die Ursache hierfür

liegt darin, daß vorübergehend eine der im Abschnitt 4.4.2genannten Begrenzungen

erreicht wird.
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Optimierung 1

Ausgehend von der Dimensionierung nach dem Phasenrandverfahren werden die Para-

meterkP undki bestimmt. Die Parameter des Gütefunktionals sindp= 1 undξS(ua) =

500ua. Der nach der Optimierung erhaltene Parametersatz istkP= 0.45A
V , kI = 3175A

Vs.

Bild 4.4 stellt die Verläufe der Dichte, des Mittelwerts und der Standardabweichung
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Bild 4.4: Dichte und Mittelwert der Ausgangsspannung überdem Iterationsschritt, Op-

timierung 1.

der Ausgangsspannung über dem Iterationsschrittm der iterierten Abbildung für die

erste Optimierung dar. Der stationäre Zustand wird nach etwa 40 Zyklen erreicht. Das

Überschwingen ist deutlich geringer geworden.
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Bild 4.5: Abhängigkeit des Gütefunktionals von der Begrenzung des Referenzstroms.

Bild 4.5 zeigt die Abhängigkeit des Gütefunktionals von der Begrenzungire f,max

des Referenzstroms. Fürire f,max< 1.5A wird der Sollwert im stationären Zustand nicht

mehr erreicht. Diese Begrenzung ließe sich auch von Hand ausrechnen. Fürire f,max>
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4.5A steigt das Gütefunktional ebenfalls wieder an. Ursachedafür ist ein stärkeres

Überschwingen einiger Trajektorien. Eine vernünftige Wahl des Begrenzungsstromes

liegt daher bei 1.5A ≤ ire f,max≤ 4.5A.

Optimierung 2

In der zweiten Variante werden zusätzlich die Grenzen des Ausgangswerts des Integra-

tors variiert. Der nach der Optimierung erhaltene Parametersatz istkP = 0.93A
V , kI =

10670A
Vs , i I ,min = 1.2A und i I ,max= 1.5A. Die Verläufe der Dichte, des Mittelwerts und
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Bild 4.6: Dichte und Mittelwert der Ausgangsspannung überdem Iterationsschritt, Op-

timierung 2.

der Standardabweichung der Ausgangsspannung über dem Iterationsschrittm der ite-

rierten Abbildung zeigt Bild 4.6. Bei dieser Parametrierung ist der stationäre Zustand

nach weniger als 20 Zyklen erreicht.

Eine genauere Analyse des Ergebnisses zeigt, daß der Integratorausgang im sta-

tionären Betrieb stets in einer der beiden Begrenzungen liegt. Der Integrator arbeitet

nur während der transienten Phase. Bei Entfernung der Begrenzungen des Integrator-

ausgangs wird das System instabil. Ergebnis dieser Optimierung ist im Prinzip ein P-

Regler. Die Ergebnisse einer solchen Optimierung sind stets in Bezug auf die tatsächli-

che Verwendbarkeit in der späteren Applikation zu prüfen.



REGLERENTWURF 159

4.5 Impedanzgenerierung mit hybriden Systemen der Lei-

stungselektronik

Dieses Kapitel stellt eine universelle DC/DC- und AC/DC-Wandlerarchitektur vor. Die

Wandlerarchitektur kann bipolare Eingangssignale in eineunipolare Ausgangsspan-

nung wandeln und ermöglicht dabei bidirektionalen Energiefluß. Der bidirektionale

Energiefluß ermöglicht in Kombination mit einer geeigneten Ansteuerung die Nach-

bildung beliebiger Impedanzen am Eingangsklemmenpaar desWandlers.

4.5.1 Universelle Wandlerstruktur

iaie iL LS1

S2 S3

S4

S5

uaue uL

Bild 4.7: Schaltung Universalwandler.

Bild 4.7 zeigt die Struktur des Wandlers. Das Schalternetzwerk erlaubt einen Vor-

zeichenwechsel der SpulenspannunguL bei jedem beliebigen Wert und Vorzeichen

der Eingangsspannungue. Aufgrund der 5 existierenden Schalter kann der diskrete

Zustand 32 verschiedene Werte annehmen, von denen 6 Modi mitunterschiedlicher

Funktion f (x,q,d) sinvoll sind. Tabelle 4.1 zeigt diese Modi. Die Struktur erlaubt die

Nachbildung aller konventionellen Drosselwandler.

Im Betrieb als Aufwärtswandler ist die Struktur zwischenq= 1 undq= 3 zyklisch

umzuschalten. Dabei entsprichtq = 1 dem geschlossenen undq = 3 dem geöffneten

Schalter im Aufwärtswandler im nichtlückenden Betrieb.

Der Abwärtswandler entsteht durch zyklisches Umschaltenzwischen den Modi

q = 3 undq = 4. q = 3 entspricht dem Zustand des geschlossenen undq = 4 dem des

geöffneten Schalters im Abwärtswandler.

Der invertierende Auf-/Abwärtswandler entsteht durch zyklisches Umschalten zwi-

schen den Modiq = 1 undq = 5. q = 1 entspricht dem geschlossenen undq = 5 dem
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q iL ia ie S5 . . .S1

0 iL = 0 ia = 0 ie= 0 00000

1 i̇L =
ue
L ia = 0 ie= iL 00101

2 i̇L = 0 ia = 0 ie= 0 00110

3 i̇L =
ue−ua

L ia = iL ie= iL 01001

4 i̇L =
−ua
L ia = iL ie= 0 01010

5 i̇L =
ua
L ia = −iL ie= 0 10100

Tabelle 4.1: Verschiedene Modi des Universalwandlers

geöffneten Schalter im invertierenden Auf-/Abwärtswandler.

Neben den drei bekannten Wandlertypen läßt sich noch ein weiterer Wandler, der

nichtinvertierende Auf-/Abwärtswandler durch diese Struktur realisieren. Dazu ist der

diskrete Zustand zyklisch zwischen den Wertenq= 1 undq= 4 umzuschalten. Erfolgt

die Energieübertragung vom Eingang zum Ausgang, so wird imZustandq= 1 Ener-

gie vom Eingang zur Induktivität übertragen und im Zustand q = 4 Energie aus der

Induktivität zum Ausgang übertragen. Dabei kehrt sich die Polarität vonuL bei glei-

cher Polarität vonue undua beim Umschalten zwischen beiden Modi unabhängig vom

Wert vonue bzw.ua um. Der Wandler kann zur Generierung von Ausgangsspannungen

genutzt werden, die kleiner und größer als die positive Eingangsspannung sind.

Tabelle 4.1 enthält noch zwei weitere Modi, die in den oben genannten Beispielen

nicht auftreten. Beiq = 0 sind alle Schalter geöffnet. Die Induktivität ist stromlos. In

den Modusq = 0 kann aus den anderen Modi nur zu dem Zeitpunkt gewechselt wer-

den, woiL = 0 gilt. q = 0 kann zur Nachbildung des lückenden Betriebes der einzel-

nen Wandlertypen genutzt werden. Im Modusq= 2 ist die Induktivität kurzgeschlos-

sen. Es giltdiL
dt = 0. Dieser Modus kann zur Verbesserung des Transientverhaltens des

Wandlers genutzt werden.̈Ubersteigt der Spulenstrom während der transienten Pha-

se vorübergehend den Sollwert, so kann statt der Einspeicherphase in die Induktivität

der Modusq= 2 benutzt werden, um den Spulenstrom auch bei hohem Tastverhältnis

nicht weiter ansteigen zu lassen. Die Nutzung dieses Modus erfordert einen speziellen

Regler, der jedoch nicht Bestandteil dieser Arbeit ist.

Wird der Modusq= 0 nicht benutzt, so kann aufgrund der fremdgesteuerten Schal-
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ter Energie sowohl vom Eingang zum Ausgang als auch vom Ausgang zum Eingang

transportiert werden. Diese Eigenschaft ist eine wesentliche Voraussetzung zur Nach-

bildung beliebiger Impedanzen mit dem Wandler. Eine weitere Voraussetzung dafür ist

das Vorhandensein eines entsprechenden Energiespeichersam Ausgang des Wandlers.

4.5.2 Quasistationäres Eingangsverhalten

Im stationären Fall ist die gemittelte Spannung an der Induktivität Null, d.h.:

∫ τm

0
uL(τ)dτ = 0 . (4.26)

Zur Ansteuerung des Wandlers existieren zwei Möglichkeiten:

Zeitsteuerung

Der Wandler arbeitet im nichtlückenden Betrieb. Damit hatdas System zwei Zustände,

zwischen denen zeitgesteuert geschaltet wird. Die Aktivierungsdauer des Modusq= i

nach Tab. 4.1 ist die Zeitspanneτi.

Ein- und Ausgangsspannung seien über einen Zyklus in Näherung konstant. Dann

können durch Einsetzen der stückweise konstanten Ein- und Ausgangsspannungen in

Gl. (4.26) folgende Beziehungen im stationären Betrieb abgeleitet werden:

• Aufwärtswandler:ue(τ1+ τ3) = uaτ3.

• Abwärtswandler:ueτ3 = ua(τ3+ τ4).

• Inverter:ueτ1 = −uaτ5.

• nichtinvertierender Auf-/Abwärtswandler:ueτ1 = uaτ4.

Wird eine Spannung konstant gehalten, entspricht das stationäre Verhalten des Wand-

lers am anderen Klemmenpaar dem einer Spannungsquelle. DerWert der Spannung

läßt sich durch Variation der entsprechenden Aktivierungsdauern stellen.

Ereignissteuerung

Hier wird ein Zweipunktregler mit konstanter Hysterese∆i zur Ereignisgenerierung

verwendet: Die Umschaltschwellen zwischen den Modi liegenbei iLm,τm +
1
2∆i und
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iLm,τm − 1
2∆i, so daß der Spulenstrom im stationären Betrieb zwischen beiden Um-

schaltschwellen liegt.∆i ist konstant. Die Stellgröße istiLm,τm. Für die verschiedenen

Wandlertypen stellen sich folgende mittleren Eingangsströme ein:

• Aufwärtswandler:iem,τm = iLm,τm.

• Abwärtswandler:iem,τm =
ua
ue

iLm,τm.

• Inverter:iem,τm =
ua

ua−ue
iLm,τm.

• nichtinvertierender Auf-/Abwärtswandler:iem,τm =
ua

ua+ue
iLm,τm.

Beim Aufwärtswandler entspricht das gemittelte Eingangsverhalten dem einer Strom-

quelle. Bei den anderen drei Wandlertypen kann durch eine geeignete vonua und ue

abhängige Steuerung voniLm,τm das Verhalten einer Stromquelle am Eingang nachge-

bildet werden. Der Strom läßt sich durch Variation voniLm,τm stellen.

4.5.3 Generierung von Impedanzen

Beliebige Impedanzen oder UI-Kennlinien lassen sich durchspannungsgesteuerte Strom-

quellen oder stromgesteuerte Spannungsquellen nachbilden, Bild 4.8.

i

u

Z iu Y

Bild 4.8: Stromgesteuerte Spannungsquelle und spannungsgesteuerte Stromquelle.

Abschnitt 4.5.2 zeigte, daß der Wandler bei konstanter Ausgangsspannung ein-

gangsseitig bei Zeitsteuerung eine gesteuerte Spannungsquelle nachbildet und bei Strom-

steuerung eine gesteuerte Stromquelle nachbilden kann. Die Generierung von Im-

pedanzen ist demnach bei Zeitsteuerung durch Nachbildung einer stromgesteuerten

Spannungsquelle und bei Stromregelung durch Nachbildung einer spannungsgesteu-

erten Stromquelle möglich.
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Zeitsteuerung

Wird der Wandler mit Zeitsteuerung betrieben, so lassen sich durch Messung des Ein-

gangsstromsiem,τm und von diesem abhängige Steuerung Reihenschaltungen beliebiger

Impedanzen nachbilden. Einige Beispiele für nachbildbare Impedanzen sind:

• WiderstandR: ue= ie ·R.

• KapazitätC: ie=Cdue
dt .

• Induktivität L: ue= Ldie
dt m,τm.

• negativer Widerstand−R: ue = −ie ·R.

• negative Kapazität−C: ie= −Cdue
dt .

• negative Induktivität−L: ue= −Ldie
dt m,τm.

Bei Zeitsteuerung setzt sich der BlockZ in Bild 4.8 links aus dem Wandler und dem

System zur Generierung der Stellgröße des Wandlers zusammen. Da bei Zeitsteuerung

jeweils zwei Stellgrößen (Aktivierungsdauern) existieren, ist die allgemeine Lösung

zur Nachbildung von Impedanzen nicht eindeutig. Diese wirderst eindeutig, wenn

ein spezielles Steuerschema, wie Pulsweitenmodulation oder Pulsfrequenzmodulation

spezifiziert wird. Um an dieser Stelle allgemein zu bleiben,werden die Bedingungen

nach dem nachzubildenden Bauelementeparameter umgestellt angegeben. Durch Ein-

setzen dieser UI-Relationen in die Gleichungen aus Abschnitt 4.5.2 erhält man für die

Nachbildung der linearen Impedanzen die Ausdrücke in Tab.4.2.

Wandlertyp Widerstand Induktivität Kapazität

Aufwärts R= Ua
ie

τ3
τ1+τ3

L = Ua
die
dt

τ3
τ1+τ3

C = ie

Ua
d
dt

(

τ3
τ1+τ3

)

Abwärts R= Ua
ie

(

1+ τ4
τ3

)

L = Ua
die
dt

(

1+ τ4
τ3

)

C = ie

Ua
d
dt

(

τ4
τ3

)

Inverter R= −Ua
ie
τ5
τ1

L = −Ua
die
dt

τ5
τ1

C = − ie

Ua
d
dt

(

τ5
τ1

)

Auf-/Abwärts R= Ua
ie
τ4
τ1

L = Ua
die
dt

τ4
τ1

C = ie

Ua
d
dt

(

τ4
τ1

)

Tabelle 4.2: Nachbildung verschiedener Impedanzen durch zeitgesteuerte Wandler.
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Beispiele

1. Mit dem Aufwärtswandler soll ein WiderstandR nachgebildet werden. Aus der

angegebenen GleichungR= Ua
ie

τ3
τ1+τ3

ist ersichtlich, daß sich die Pulsweitenmo-

dulation mit dem Tastverhältnisd = τ3
τ1+τ3

sehr gut eignet. Umstellen nach der

Stellgröße liefert den Generationsmechanismus

d =
R
Ua
· ie

zur Nachbildung des WiderstandesR mit dem Aufwärtswandler.

2. Mit dem Inverter soll eine InduktivitätL nachgebildet werden. Aus der Glei-

chung L = −Ua
die
dt

τ5
τ1

sieht man, daß die Pulsfrequenzmodulation mit konstanter

Aktivierungsdauerτ1 und variabler Aktivierungsdauerτ5 sehr gut geeignet ist.

Umstellen nach der Stellgröße liefert den Generierungsmechanismus

τ5 = −τ1
L

Ua

die
dτ

zur Nachbildung der InduktivitätL mit dem Inverter.

3. Mit dem Abwärtswandler ist die negative Kapazität−|C| nachzubilden. Nach der

Gleichung−|C| = ie

Ua
d
dt

(

τ4
τ3

) ist die Pulsfrequenzmodulation mit konstanter Akti-

vierungsdauerτ3 und variabler Aktivierungsdauerτ4 gut zur Steuerung geeig-

net. Umstellen der Gleichung liefert die Stellgrößengenerierung

τ4 = τ4(0)− τ3|C|
Ua

∫ t

0
ie(τ)dτ

zur Nachbildung der KapazitätC mit dem Abwärtswandler.

Die Aktivierungsdauern können z.B. durch Wert-Zeit-Umsetzer nach Bild 3.13 oder

Bild 3.14 generiert werden.

Zur Nachbildung einer Impedanz ist abhängig von der momentanen Eingangsspan-

nung einer der angegebenen Wandlertypen zu verwenden und jenach Variation vonue

zwischen den Wandlertypen umzuschalten. Die Beispiele zeigen, daß es dabei zugun-

sten einer einfachen Stellgrößengenerierung durchaus sinnvoll sein kann, abhängig von



REGLERENTWURF 165

der Wandlerarchitektur zwischen Pulsweitenmodulation und Pulsfrequenzmodulation

umzuschalten.

Unter Nutzung der Beziehungen in Tab. 4.2 lassen sich sowohlpositive als auch

negative Impedanzen generieren.

Die Reihenschaltung von Impedanzen erhält man durch Addition der entsprechen-

den Ausdrücke für die Teilspannungen. Darüberhinaus lassen sich beliebige nichtli-

neare statische und dynamische UI-Kennlinien nachbilden.

Voraussetzung für die Nachbildung ist, daß der Wandler quasistationär arbeitet,

d.h., daß diëAnderung vonie undue innerhalb eines Zyklusses gering ist und das dyna-

mische Verhalten des Wandlers durch einen zusätzlichen Regler ausreichend bedämpft

ist. Diese Methode wurde in [Val07] zur Blindleistungskompensation am Nabendyna-

mo von Fahrrädern benutzt. Als Energiespeicher zur Generierung von Blindleistung

mit dem Wandler diente der durch den Dynamo zu ladende Akku.

An den Eingangsspannungen, die ein Umschalten zwischen denverschiedenen Ar-

chitekturen erfordern, ist immer eine Aktivierungsdauer Null und daher immer der

Modus aktiv, den die Wandlertypen, zwischen denen umgeschaltet wird, gemeinsam

haben. So gilt z.B. für den Abwärtswandler beiue = Ua: τ4 = 0, q = 3 und für den

Aufwärtswandlerτ1 = 0, q= 3. ÄhnlicheÜbergangsbedingungen treffen auf das Um-

schalten zwischen Abwärtswandler oder Aufwärts-/Abwärtswandler und Inverter bei

ue= 0 zu. Bei kontinuierlichem Verlauf der Eingangsspannung ist also der kontinuier-

liche Zustand auch stetig und selbst derÜbergang der Aktivierungsdauern ist stetig.

Dadurch sind an den Umschaltgrenzen zwischen den Architekturen keine weiteren

Bedinungen zu erfüllen.

Die Zeitsteuerung eignet sich sehr gut zur Nachbildung von Kapazitäten und Wi-

derständen. Die Nachbildung von Induktivitäten erfordert die Bildung der Ableitung

des Wandlereingangsstroms. Dies ist in der Regel mit technischen Schwierigkeiten

verbunden, da sich die Ableitung des Eingangsstroms aus derAbleitung des gemittel-

ten Eingangsstroms und den Anstiegen des Eingangsstroms innerhalb eines Zyklusses

zusammensetzt. Die Anstiege innerhalb eines Zyklusses sind Störgrößen, die deutlich

größer als die Ableitung des gemittelten Eingangsstroms sind. Zur Nachbildung von

Induktivitäten ist entweder eine geeignete Filterung oder die nachfolgend beschriebene
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Ereignissteuerung zu verwenden.

Ereignissteuerung

Bei Anwendung der Stromregelung ist zur Generierung von Impedanzen die in Bild 4.8

dargestellte spannungsgesteuerte Stromquelle nachzubilden. Dann besteht der Block

Y im Bild aus dem Wandler und dem System zur Generierung des mittleren Spulen-

stroms.

Es existiert nur eine StellgrößeiLm,τm. Deshalb läßt sich für die nachzubildenden

Impedanzen eine explizite Gleichung füriLm,τm oder wenigstens eine Differentialglei-

chung dafür angeben. Einsetzen der UI-Relationen aus Abschnitt 4.5.3 in die sta-

tionären Wandlerkenngrößen aus Abschnitt 4.5.2 liefertdie in Tab. 4.3 dargestellten

Ergebnisse. Bei der Ereignissteuerung läßt sich die Parallelschaltung von Impedanzen

Wandlertyp Widerstand Induktivität

Aufwärts iLm,τm =
ue
R

d
dt iLm,τm =

ue
L

Abwärts iLm,τm =
u2

e
UaR

d
dt iLm,τm =

iLm,τm
ue

due
dt +

1
L

u2
e

Ua

Inverter iLm,τm =
ue(Ua−ue)

UaR
d
dt iLm,τm = −

iLm,τm
Ua−ue

due
dt +

1
L

ue(Ua−ue)
Ua

Auf-/Abwärts iLm,τm =
ue(Ua+ue)

UaR
d
dt iLm,τm =

iLm,τm
Ua+ue

due
dt +

1
L

ue(Ua+ue)
Ua

Wandlertyp Kapazität

Aufwärts iLm,τm =Cdue
dt

Abwärts iLm,τm =C ue
Ua

due
dt

Inverter iLm,τm =C
(

1− ue
Ua

)

due
dt

Auf-/Abwärts iLm,τm =C
(

1+ ue
Ua

)

due
dt

Tabelle 4.3: Nachbildung verschiedener Impedanzen durch stromgesteuerte Wandler.

durch Addition der entsprechenden Ausdrücke für die Stellgröße realisieren.

Bei der Nachbildung von Induktivitäten erhält man eine Differentialgleichung für

die Stellgröße, bei der die Ableitung der Stellgröße proportional zur Ableitung der

Eingangsspannungue ist. Bei der Nachbildung von Kapazitäten ist die Stellgröße pro-

portional zur Ableitung der Eingangsspannung, was zu Problemen in der technischen

Realisierung führen kann.
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Die prinzipielle Einsetzbarkeit der Stromsteuerung ist jedoch identisch mit der der

Zeitsteuerung. Der wesentliche Unterschied besteht darin, daß der stationäre Zustand

bei Änderung voniL,re f m,τm innerhalb eines Zyklusses erreicht wird. Deshalb erlaubt

die Stromsteuerung höhere Frequenzanteile des Eingangssignals bei akzeptabler Ge-

nauigkeit als die Zeitsteuerung. Begrenzend wirkt bei Stromsteuerung nur die end-

liche Anstiegsgeschwindigkeit des Spulenstroms. Im Gegensatz zum zeitgesteuerten

Betrieb ist kein zusätzlicher Regler zur Bedämpfung des dynamischen Verhaltens des

Wandlers nötig.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Zusammenfassung

Hybride Systeme können komplexes Verhalten zeigen. Für diskret gesteuerte konti-

nuierliche Systeme, bei denen der kontinuierliche Zustandstetig ist, wurde ein allge-

meines Modell vorgestellt. Dieses ist zur Verhaltensanalyse geeignet. Zum Entwurf

von äußeren Reglern oder Modulationssequenzen ist diesesModell jedoch zu kompli-

ziert in der Handhabung. Bekannte einfachere Modelle, wie gemittelte Modelle und

iterierte Abbildungen lassen sich aus dem allgemeinen Modell ableiten. Diese beiden

Modelle wurden in der Arbeit teilweise erweitert und für Entwurfszwecke verwendet.

Die Entwurfsaufgaben bezüglich der Steuerung/Regelung lassen sich in zwei Klassen

einteilen: den Entwurf der stationären Steuerung zur Erf¨ullung von EMV-Vorschriften

und den Entwurf der Regelung zum Erreichen des stationärenZustands.

Stationäre Steuerung

Zur Modellierung des Verhaltens ist der Zeitverlauf des kontinuierlichen Zustands

im stationären Zustand nachzubilden. Dies ist effizient durch Nutzung gefilterter Im-

pulsprozesse möglich. Die Auswirkung eines modulierenden Eingriffes in das System

wurde mit periodischen und chaotischen Signalen untersucht. Ein einfaches Modell

zur Generierung chaotischer Signale besteht aus einer iterierten Abbildung. Zur Be-

urteilung des Leistungs(dichte)spektrums wurden verschiedene Gütefunktionale vor-

gestellt. Diese basieren teilweise auf dem berechneten Leistungs(dichte)spektrum und
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teilweise auf einfacheren statistischen Kenngrößen des Prozesses. Speziell zur effizien-

ten groben Bewertung des Leistungsdichtespektrums nichtperiodisch getakteter hybri-

der Systeme wurden einfach berechenbare Kriterien angegeben, die auf statistischen

Kenngrößen des Prozesses basieren. Diese ermöglichen eine schnellere Bewertung der

erreichten Ergebnisse, da deren Berechnung ohne die Berechnung des Leistungsdich-

tespektrums möglich ist und somit erheblich Rechenzeit einspart. Sie basieren auf der

Entwicklung der Dichten der Ereigniszeiten.

Die Modulation des Systems im stationären Zustand hat meist Auswirkungen auf

die Regelgröße des Systems. Dadurch entsteht in vielen Fällen eine unerwünschte

Wechselwirkung zwischen der Regelung und der stationärenSteuerung. In der Ar-

beit wurden Steuerschemata und deren Realisierungen vorgestellt, die Regelung und

stationäre Steuerung voneinander entkoppeln. Die Anwendung dieser Steuerschema-

ta erlaubt den separaten und voneinander unabhängigen Entwurf von Regelung und

stationärer Steuerung.

Für den Fall der Anwendung chaotischer Modulationssignale wurde eine Metho-

dik zum systematischen schaltungstechnischen Entwurf eindimensionaler stückweise

linearer Abbildungen vorgestellt.

Für die Synthese von Modulationssignalen aus gegebenen Forderungen an das Lei-

stungsspektrum oder Leistungsdichtespektrum existierenderzeit noch keine Lösun-

gen. Als Ausweg wurde eine Optimierungsmethodik zur Ermittlung von Parametern

parametrierbarer periodischer Signalverläufe und auch von beliebigen periodischen

Signalen unter Berücksichtigung von Forderungen an das Leistungsspektrum, wie vor-

gegebene Grenzkurven, und einige damit erzielte Ergebnisse vorgestellt. Die Anwen-

dung dieser Methodik zur Parametrierung chaotischer Abbildungen wurde gezeigt.

Reglerentwurf

Ziel war es, den Reglerentwurf auch auf chaotische Systeme zu erweitern. Dazu wurde

die Entwicklung von statistischen Kenngrößen des kontinuierlichen Zustands berech-

net. Eine solche Kenngröße ist die Dichte des kontinuierlichen Zustands, für die bei hy-

briden Systemen mit eindimensionalem kontinuierlichen Zustand ein Ausdruck für die

Entwicklung gefunden werden konnte. Die stationäre Dichte des kontinuierlichen Zu-
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stands wurde für Systeme mit eindimensionalem kontinuierlichen Zustand aus der sta-

tionären Dichte der iterierten Abbildung berechnet. Die stationäre Dichte des kontinu-

ierlichen Zustands kann als Kriterium für die Großsignalstabilität verwendet werden.

Die gemittelten Modelle wurden auf den Fall chaotisch arbeitender Systeme erweitert.

Mit den in der Erweiterung angegebenen Näherungen könnengemittelte Modelle zum

Reglerentwurf für chaotische Systeme benutzt werden. EinOptimierungsverfahren,

das zur Bestimmung von linearen Reglerparametern und von Begrenzungsparametern

von chaotischen Systemen verwendet werden kann, wurde vorgestellt. Aufgrund des

hohen Rechenaufwandes, der zur Bestimmung der statistischen Kenngrößen erforder-

lich ist, ist dieses Verfahren im Moment auf einfache Systeme, deren Einschwingvor-

gang mit Regelung innerhalb weniger hundert Zyklen abgeschlossen ist, beschränkt.

Eine neuartige interessante Anwendung ist die verlustarmeGeneration beliebi-

ger Impedanzen, Impedanzgänge und UI-Kennlinien mit hybriden Systemen der Lei-

stungselektronik. Zu dieser Thematik wurden geeignete Ansteuerschemata vorgestellt.

Insbesondere die verlustarme Nachbildung positiver und negativer Blindschaltelemen-

te kann z.B. zur Verringerung der Verluste in der Leistungs¨ubertragung eingesetzt wer-

den.

Als eigene Beiträge werden angesehen:

• Die Definition einer Klasse von hybriden Systemen, den diskret gesteuerten kon-

tinuierlichen Systemen. Für diese Klasse wird in Abschnitt 2.1 ein allgemeines

Modell vorgestellt, das einerseits die vollständige Modellierung des Systemver-

haltens erlaubt und andererseits die Ableitung reduzierter Modelle ermöglicht.

• Die Systemanalyse mit gemittelten Modellen. Dabei werden in Abschnitt 2.2

die Voraussetzungen ermittelt, unter denen das gemittelteModell das Verhalten

des gemittelten Systemzustands exakt modelliert. Die Anwendbarkeit auf Syste-

me mit nicht konstanter Zyklusdauer wurde untersucht. Abschnitt 2.3 behandelt

Erweiterungen zur Berücksichtigung von Welligkeiten im Stellsignal, d.h. über-

lagerter Ereignissteuerung. Insbesondere wird in diesem Abschnitt eine Vorge-

hensweise zur Ermittlung von erweiterten gemittelten Modellen bei beliebigem

Ereignisgenerator vorgestellt. In Abschnitt 4.3 wird ein gemitteltes Modell für

nichtperiodisch arbeitende DCCS vorgestellt. Dieses beschreibt die Entwick-
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lung einer statistischen Kenngröße, dem Erwartungswert des kontinuierlichen

Zustands.

• Der Systementwurf unter der Berücksichtigung der elektromagnetischen Ver-

träglichkeit. Sowohl für periodischen Betrieb als auch für nichtperiodischen Be-

trieb werden Methoden zur Verbesserung der elektromagnetischen Verträglich-

keit vorgestellt, die vorgeschriebene EMV-Vereinbarungen berücksichtigen.

Sowohl für periodischen als auch für nichtperiodischen Betrieb werden in Ab-

schnitt 3.2.2 Gütefunktionale zur quantitativen Bewertung der elektromagne-

tischen Verträglichkeit vorgestellt, die vorgeschriebene EMV-Vereinbarungen

berücksichtigen. In Abschnitt 3.3.2 werden wechselwirkungsarme Steuersche-

mata, die die Wirkung von Modulation und Regelung entkoppeln und den se-

paraten unabhängigen Entwurf von Regelung und Modulationerlauben, vorge-

stellt.

Periodischer Betrieb

In Abschnitt 3.4.1 werden Methoden zur Ermittlung optimaler periodischer Mo-

dulationssignale vorgestellt. Mit diesen Methoden kann einerseits die maximale

spektrale Leistung minimiert werden. Andererseits erlauben die dort vorgestell-

ten Methoden die Anpassung des Leistungsspektrums an vorgegebene Grenz-

kurven.

Nichtperiodischer Betrieb

Zur Analyse werden statistische Kenngrößen, wie die Autokorrelationsfunktion,

Dichten und Wahrscheinlichkeiten verwendet und berechnet. In Abschnitt 3.2.2

werden gemischte Berechnungsverfahren zur Berechnung desLeistungsdichte-

spektrums vorgestellt. Weiterhin wird die Nutzung einfachberechenbarer stati-

stischer Kenngrößen zur groben Beurteilung spektraler Eigenschaften gezeigt.

Durch Nutzung dieser Verfahren läßt sich der Entwurf effektivieren. In Ab-

schnitt 3.4.3 wird die Abhängigkeit des Leistungsdichtespektrums von Para-

metern des verwendeten Chaosgenerators untersucht und es wird eine Opti-

mierungsethode zur Bestimmung von Parametern der iterierten Abbildung des

Chaosgenerators unter Berücksichtigung von EMV-Richtlinien vorgestellt. Es

stellte sich heraus, daß die besten Ergebnisse mit schwach chaotischen Signalen
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erzielt werden. Zur Erzeugung schwach chaotischer Signalewird neben Parame-

tersätzen für iterierte Abbildungen eine einfache Modifikation des Chaosgenera-

tors gezeigt. Bei der Realisierung von Chaosgeneratoren erwächst die Notwen-

digkeit der schaltungstechnischen Realisierung von nichtlinearen Abbildungen.

Dazu wird eine Methodik zum schaltungstechnischen Entwurfeindimensionaler

stückweise linearer Abbildungen in Abschnitt 3.3.3 vorgestellt. Weiterhin wird

ein weiterer, sehr einfacher Chaostaktgenerator mit einstellbarem Modulations-

grad vorgestellt.

• Die Nutzung statistischer Kenngrößen zum Reglerentwurf.Die klassische Re-

gelungsaufgabe besteht in der Stabilisierung eines Fixpunktes oder eines perio-

dischen Orbits. Bei nichtperiodisch arbeitenden Systemenwird es erforderlich,

statistische Kenngrößen zur Verhaltensmodellierung zu benutzen. Dazu wird in

Abschnitt 4.1 die Entwicklung der Dichte des kontinuierlichen Zustands sowie

die stationäre Dichte des kontinuierlichen Zustands berechnet. In Abschnitt 4.2

wird ein Stabilitätskriterium für nichtperiodische Systeme basierend auf der

Dichte des kontinuierlichen Zustands vorgestellt. Basierend auf statistischen

Kenngrößen wird in Abschnitt 4.4 eine Methode zur Parametrierung von Reg-

lern für nichtperiodische Systeme auf schnelles Einschwingen vorgestellt.

• Die verlustarme Generierung von Impedanzen mit hybriden Systemen der Lei-

stungselektronik. Dies ist eine neue interessante Anwendung, die durch die Ei-

genschaften von DCCS möglich wird. In Abschnitt 4.5 werdengeeignete Me-

thoden zur Ansteuerung bei vorgegebenen nachzubildenden Impedanzen vorge-

stellt.

5.2 Ausblick

Derzeit bleiben noch einige Probleme offen. Ein solches Problem ist noch immer die

Synthese von Modulationssequenzen bzw. iterierten Abbildungen aus gegebenen Pa-

rametern des Leistungs(dichte)spektrums. Hier wurde die parametrische Bestimmung

mit Hilfe eines Optimierungsverfahrens als Ausweg vorgestellt. Zukünftige Arbeiten

können sich mit der direkten Ableitung von Parametern des Modulationssignals aus
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gegebenen Parametern des Leistungsdichtespektrums beschäftigen.

Die vorgestellte Dichteentwicklung des kontinuierlichenZustands hybrider Syste-

me kann auf Systeme mit mehreren kontinuierlichen Zuständen erweitert werden, um

auf eine größere Anzahl hybrider Systeme anwendbar zu sein. Ebenso ist eine Erwei-

terung der Berechnung der stationären Dichte der kontinuierlichen Zustände hybri-

der Systeme mit mehreren kontinuierlichen Zuständen denkbar. Eine mögliche Vor-

gehensweise besteht darin, zunächst die stationäre Dichte der iterierten Abbildung zu

ermitteln und anschließend aus dieser Dichte mit Hilfe der stückweisen Lösungen̂f

der Differentialgleichungen für den kontinuierlichen Zustand die stationäre Dichte der

kontinuierlichen Zustände zu berechnen.

Eine Erweiterung der Bestimmung von Regler- und Streckenparametern auf auf-

wendigere Systeme durch Anwendung effizienterer Gütefunktionale zur Optimierung

ist ebenfalls denkbar. Weiterhin sind derzeit noch keine Untersuchungen zur Anwen-

dung hybrider Reglerstrukturen für den äußeren Regler bekannt. Hybride Reglerstruk-

turen sind zur Verbesserung des dynamischen Verhaltens desGesamtsystems denkbar.

Ebenfalls könnte eine mehrdimensionale iterierte Abbildung zur Regelung des konti-

nuierlichen Zustands benutzt werden. Die Iteration der Abbildung kann z.B. durch den

Ereignisgenerator ausgelöst werden.
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ler, D. Rahmes, W. Rudolph, and G. Zimmer.EMV von Gebäuden,
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nic distortion compensation of induction motors with soft starting. In

Proc. EPE’05, Dresden, Germany, September 2005.

[LB96a] B. Lehman and R. M. Bass. Extensions of averaging theory for

power electronic systems.IEEE Transactions on Power Electronics,

11(4):542–553, July 1996.

[LB96b] B. Lehman and R. M. Bass. Switching frequency dependent avera-

ged models for PWM DC-DC converters.IEEE Transactions on Power

Electronics, 11(1):89–98, January 1996.

[LY03] Q. Li and F. Yuan. Time-domain response and sensitivity of periodi-

cally switched nonlinear circuits.IEEE Transactions on Circuits and

Systems–I, 50(11):1436–1446, November 2003.
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